Université de Cergy-Pontoise

Département de Mathématiques
L1 S1

Mathématiques 1






Table des matieres

Partie I. Nombres réels et nombres complexes

1 Nombres réels

1.1 Quelques idées sur 'ensemble des réels R . . . . . . . . . ... ...
1.1.1  Définitions . . . . . . . . . e e
1.1.2 Formule du binéme et identités remarquables . . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
1.2 Ordre dans R et topologiede R . . . . . . . . . ... L
1.2.1 Ordredans R . . . . . . . . . e
1.2.2  Valeur absolue . . . . . . . . e
1.2.3 Distance . . . . . . . L e
1.2.4 Notions d’intervalles . . . . . . . . . .. L
1.2.,5 Majorants, minorants . . . . . . . . . ... Lo
1.2.6  Partieentiere . . . . . . . . . e
1.2.7 Densité de Qdans R . . . . . . . . . ...
1.3 Exercices . . . . . . L s

Un peu de formalisme mathématique

2.1 Rudiments de logique . . . . . . . . L e
2.1.1 Connecteurs logiques . . . . . . . . . . e
2.1.2 Conditions nécessaires et suffisantes . . . . . . . ... oL
2.1.3 Quantificateurs . . . . . ..
2.1.4 Différents types de raisonnements . . . . . ... ... Lo

2.2 Rudiments de théorie des ensembles . . . . . . .. ... Lo Lo
2.2.1 Inclusion . . . .. .
2.2.2 Intersection, union, complémentaire . . . . . . . .. ... Lo
2.2.3 Produit cartésien . . . . . . ... e e
2.2.4 Lien entre connecteurs logiques et relations ensemblistes . . . . . . . .. ... ... ..
2.2.5 Applications . . . . ... e
2.2.6  Applications injectives, surjectives, bijectives . . . . . . ... . oL L.

2.3 EXercices . . . . ... e e e

Suites de nombres réels

3.1 Généralités sur les suites . . . . . . . oL
3.1.1 Définition . . . . .. Lo
3.1.2 Croissance, décroissance . . . . . . . . . . ... e e
3.1.3  Majoration . . . . ...
3.1.4 Propriétés dépendant durang . . . . . . . .. ..o
3.2 Convergence et divergence . . . . . . . . . . . e e
3.2.1 Suites convergentes . . . . ... L e e
3.2.2  Suites extraites et convergence . . . . . ... L L e
3.2.3 Propriétés d’ordre des suites réelles convergentes . . . . . . . . ... ... ...
3.2.4 Propriétés algébriques des suites réelles convergentes . . . . . . . .. ... ...
3.25 Qestdensedans R . . . . . . . . . . e
3.2.6 Suitesde Cauchy . . . . . . . . e
3.3 Cas des suites Monotones . . . . . . . . . ...l e e
3.3.1 Borne supérieure, borne inférieure dans R . . . . . . . . ... oo

3.3.2 Propriété caractéristique de R . . . . . . . . .. Lo

10
10
10
11
11
12
12
12
12
13



4 TABLE DES MATIERES

3.3.3 Suites adjacentes . . . . . . L. L
3.3.4 Théoreme de Bolzano-Weierstrass . . . . . . . . . . . ...
3.4 EXErcices . . . ... e e
4 Nombres complexes
4.1 Lecorps C des complexes . . . . . . . . e
4.1.1 Definitions . . . . . . . e e e e e e e
4.1.2 Forme algébrique des nombres complexes . . . . . . . .. ... ... ... ...
4.1.3 Remarque sur les suites complexes . . . . . . . ... L
4.2 Exponentielle complexe . . . . . ...
4.2.1 Exponentielle d'un nombre complexe . . . . . . ... 0oL
4.2.2 Linéarisation et opération inverse . . . . . . . . . . ... ..o
4.3 Equations a coefficients complexes . . . . . . ... L L L
4.3.1 Racine n-ieme d’un nombre complexe . . . .. .. ..o Lo
4.3.2 Calcul des racines carrées d'un complexe . . . . . . . . ...
4.3.3 Equation dusecond degré . . . . . . . ... L L
4.3.4 Théoreme fondamental de 'algebre . . . . . . . .. . ... L oo
4.4 EXETICICES . . v v v v i e e e e e e e e e e

Partie II. Fonctions d’une variable réelle
5 Limite et continuité
5.1 Généralités sur les fonctions . . . . . . . . . L.
5.1.1 Composition . . . . . . . . e
5.1.2 Parité . . . . . . e e e
5.1.3 Fonctions usuelles . . . . . . ...
5.2 Limites en un point et aux infinis . . . . . . . . ..o L
5.2.1 Définitions . . . . . . .. e e e e
5.2.2 Composition de limites . . . . . . . . .. L Lo
5.2.3 Opérations algébriques pour les fonctions admettant une limite finie . . . . .. .. ..
5.2.4 Opérations algébriques pour les fonctions admettant une limite infinie . . . . . . . ..
5.2.5 Ordre et limite . . . . . . . . . . . . e
5.2.6 Limites a droite et a gauche . . . . . . . . ... o
5.2.7 Etude de limite pour une fonction monotone . . . . . . ... ... ...
5.2.8 Limites usuelles . . . . . . . . . . e
5.3 Fonctions continues . . . . . . . . . .. e e e e
5.3.1 Continuité en un point . . . . . . . ...
5.3.2 Continuité sur un intervalle . . . . . . . . . . .. ...
5.3.3 Continuité sur un intervalle fermé . . . . . . .. .. ... 0oL,
5.3.4 Prolongement par continuité . . . . . .. ... L oL oL L
5.3.5 Continuité et suites . . . . . . . . e e
5.3.6  Suites récurrentes . . . . ... ... e e e e e e
5.4 EXErciCes . . . . . . i e e
6 Continuité sur un intervalle et fonctions réciproques
6.1 Le théoreme des valeurs intermédiaires . . . . . . . . . . . . ...
6.2 Fonctions réciproques . . . . . . . ..o e e
6.2.1 Fonctions monotones . . . . . . . . ..o e e e
6.2.2 Fonctions trigonométriques réciproques . . . . . . ... oL e
6.3 EXercices . . . . . .. e

7 Dérivabilité

7.1 Fonctions dérivées . . . . . . . . . e e e
7.1.1  Définitions . . . . . . . .. e e e e e e e
7.1.2 Application dérivée . . . . . . . .
7.1.3 Dérivée d’une fonction réciproque . . . . . . . ..o

7.14

Dérivée des fonctions usuelles . . . . . . . . ..

39
39
39
40
41
41
42
43
43
43
44
44
44
45

49

49
49
50
50
50
o4
o4
%)
%)
96
96
o7
o7
o7
59
59
59
60
60
60
61
61

65
65
66
66
67
68



TABLE DES MATIERES 5

7.1.5 Application a I’étude des suites récurrentes . . . . . . . .. ... ...
7.2 Le théoreme des accroissements finis . . . . . . . . . . ... e
7.2.1 Extremum local d'une fonction . . . . . . .. ... ... .
7.3 Formules de Taylor . . . . . . . . . L e
7.3.1 Dérivée SuCCeSSIVE . . . . . . . . i e e e e e e e e e
7.3.2 Classe d'une fonction . . . . . . . . . . Lo
7.3.3 Fonctions convexes . . . . . . . . . . e e e e e e e
7.3.4 Formule de Taylor-Young . . . . . . . . .. . . L
7.4 EXErcices . . . . . . . . e
Annexes

A Alphabet grec
B Notations

C Trigonométrie circulaire

Annales

87
87
89

91

95



TABLE DES MATIERES




Partie I. Nombres réels et nombres
complexes






Chapitre 1

Nombres réels

1.1 Quelques idées sur I’ensemble des réels R

1.1.1 Définitions

Definition 1.1. Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments. On note x € E si l’objet x est
un élément de E.

Voici la liste des ensembles usuels.
— L’ensemble des entiers naturels :
N={0,1,2,...},

qui contient en particulier les entiers pairs et impairs ainsi que les nombres premiers, c’est a dire les
entiers naturels seulement divisibles par 1 et par eux-mémes. On a que la somme de deux entiers
naturels est un entier naturel de méme pour le produit.

— L’ensemble des entiers relatifs :

Z={.,-3,-2,-1,01,23,...}.

On a que la somme de deux entiers relatifs est un entier relatif de méme pour le produit. Tout entier
naturel est un entier relatif, on note :

N cC Z,

ou C signifie inclus.
— L’ensemble des rationnels :

Q:{leeZ,qu,q>0}.

2 Notation. {z| une propriété de =} est 'ensemble des éléments x qui vérifie la propriété
décrite.

Q vérifie un certain nombre de propriétés algébriques, qui font qu’on appelle Q un corps :
- 0€Q;

- SizeQ,alors —z €Q

Siz,y € Q,alorsz+y€Q;

— Siz,y€Q,alors xy € Q;

—SizeQetz#0, alors%é(@.

Un exemple sous-ensemble de Q est I’ensemble des nombres décimauz :

p
D={2. pez keN}.
105 P
— L’ensemble des réels est noté R. Un réel est un nombre pouvant s’écrire sous la forme
+a1a2...0n,Qpt10n42 - .-

ol ai,...,a,,... sont des entiers naturels plus petit strictement que 10. Une telle écriture est appelée
développement décimal. Tout rationnel est un réel. Il existe des éléments de R qui ne sont pas dans Q,
on les appelle les irrationnels.
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L’ensemble R est muni de ’addition et de la multiplication. On rappelle que
— pour tout réel ¢, a = b est équivalent a a +c=b+ ¢,
— pour tout réel ¢ non nul, a = b est équivalent a ac = be.

¢ Exemple. On veut montrer que v/2 n’est pas rationnel. On va supposer le contraire, c¢’est-a-
dire qu’on suppose que v/2 est rationnel. Ainsi il existe p dans N et ¢ dans N* tels que v/2 = §
avec p et ¢ premiers entre eux, c’est-a-dire sans diviseur commun. En élevant au carrée, on a
p? = 2¢%. Donc p? est pair ce qui implique que p est pair. Il existe alors » € N tel p = 2r. Ainsi,
on a 412 = 2¢?, c’est-a-dire 2r = ¢2. Donc ¢? est pair. ¢ est alors pair. Donc 2 divise p et ¢ ce qui
est contraire & ’hypothese que p et ¢ sont premiers entre eux. Donc v/2 est irrationnel.

On a les inclusions :

NCcZcDcQcR.

On introduit les notations

R} ={z e R,z > 0},
Ry ={z eR,z >0},
R* ={z eR,z <0},
R_ ={z R,z <0}.

On a des notations similaires pour N, Z, D et Q.

1.1.2 Formule du binéme et identités remarquables

On rappelle la formule du bindme (de Newton) : pour tout a,b réels on a

n

(a+b)" = Z (Z) akpnk

k=0
n—1
a® — b = (a _ b)(an—l + an—2b+ . +abn—2 +bn—1) _ ((l _ b) Zan—l—kbk
k=0

iz Remarque. Ces forumules sont aussi vraies pour des nombres complexes (Chapitre 4).

i Remarque. Les notations supposées connues sont rappelées dans I’annexe B page 89.

% Exercice.

1. Ecrire les coefficients (Z) pour n et k tels que de 0 < k < n <5 (triangle de Pascal).
2. Développer (a + b)2, (a — )2, (a + )3, (a — b)3, (a + b)*, (a + b)°.

1.2 Ordre dans R et topologie de R
1.2.1 Ordre dans R

Une propriété fondamentale de R est qu’il posseéde une relation d’ordre, c’est a dire que I’'on peut comparer
deux réels : x < y signifie que x est égal a y ou que x est plus petit que y. On dit que R est un ensemble
ordonné, c’est-a-dire que < est une relation d’ordre, ce qui signifie que < est

— réflexif : x < x,

— antisymétrique : siz <y et y < z alors x =y,

— transitif : si x <y ety < zalors x < z;
de plus lordre est total : tous les éléments de R peuvent étre comparés entre eux (on dit que R est totalement
ordonné).

Pour z,y,z € R on a les propriétés suivantes :

—sizx<yalorsx+z<y+z,

—siz<yetz>0alors zz < zy,

—six <yetz<O0alors zx > 2y,
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on peut en déduire par exemple
1 1
-si0<z<yalors0< — < —,
y oo
. 1 1
-siz<y<0alors — < — <0,
Yy oo

~ 810 <z <y alors 22 < y?,
— siz <y<0alors 22 > ¢2.

B Attention ! Siz <0 <y alors % <0< %7 mais on ne sait pas si 22 < y2.

1.2.2 Valeur absolue

Pour z € R, on définit sa valeur absolue par :

rz sixz>0
o] = —z siz <0

On rappelle les propriétés suivantes, pour z,y dans R, n dans N :

o |zy| = |2]yl,
o |27 =|z|",
o 1 < ZJ2 est équivalent a |z| < |y|,
Pour o € Ry,
e || = «r est équivalent & x = a ou z = —q,

o |z| < «r est équivalent & —a < z < q,
e Sia>0,|z] > «est équivalent & z < —a ou x > .
On rappelle aussi 'inégalité triangulaire, pour x et y dans R,

[z +yl <ol + lyl]

qui a pour conséquence

[ — yl < o] + [yl

et I'inégalité triangulaire inversée

=] = yll < =+ y]

qui a pour conséquence

[zl = Iyl < |z — 9]

% Exercice. Montrer

a) [|z| = [yll < [z +y| < |z| + |y]

b) [lz] — [yl < |z -yl

c) lay+as+ -+ an| <lai| + -+ |an|. Quand y-a-t’il égalité ?

= Remarque. Une preuve de l'inégalité triangulaire est donnée dans le cas complexe au
Lemme 4.3 page 40.

1.2.3 Distance

On définit sur R une distance d(x,y) entre deux réels x et y :
d(z,y) = |z —yl.
Ainsi pour a € R et o € RT, ’ensemble des réels z tels que
|z —a| < «

est le segment de centre a et de rayon a.
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1.2.4 Notions d’intervalles

Soit a et b deux réels, les intervalles ouverts, fermés et semi-ouverts de R sont définis par
la,bj={x € R,a <z < b}, intervalle ouvert,

[a,b] = {x e R,a <z <b}, intervalle fermé
[a,b[={x € R,a <z < b} intervalle semi-ouvert et semi-fermé.

On a aussi
[a,4oo[={z € R,z > a}, intervalle fermé

la,+oo[={z € R,z > a}, intervalle ouvert
] —o00,a[={z € R,z <a}, intervalle ouvert
| —o0,a] ={z € R,z <a} intervalle fermé.

i Remarque. Ce qu’on appelle topologie de R est I’étude des ouverts et des fermés de R.

1.2.5 Majorants, minorants

Definition 1.2. Soit A un sous ensemble de R. On dit que x € R est un
e majorant de A si pour tout a € A, on a a < x,
e minorant de A si pour tout a € A, on a a > x,
e plus grand élément de A si x est un majorant de A et x € A,
e plus petit élément de A si x est un minorant de A et x € A.
On dit que A est
e majoré si A admet un magjorant,
e minoré si A admet un minorant,
e borné si A est majoré et minoré.

¢ Exemple. A =]0, 1] admet —1, 0 comme minorants. D’autre part, 10, 4 et 1 sont des majorants.
En outre A est borné.
B =] — o0, b] n’a pas de minorant mais des majorants, notamment b, et B n’est pas borné.

% Exercice. Montrer que le plus petit élément d’un ensemble, si il existe, est unique.

1.2.6 Partie entiere

L’ensemble R est archimédien, ou a la propriété d’Archimeéde : pour x et y des nombres réels positifs avec
x >y, il existe un entier n tel que nx > y.
La partie entiére d'un réel = est 'unique entier relatif F(x) qui vérifie

E(z) <z < E(z)+ 1.

La définition de la partie entiere utilise le fait que R est archimédien. Une définition équivalente de la partie
entiere sera donnée page 50.

1.2.7 Densité de Q dans R

Théoréme 1.3. L’ensemble des rationnels Q est dense dans R. Cela signifie que pour tous réels x et y avec
x <y, il existe r € Q tel que x < r < y (c’est-a-dire r €]x,y|).

Démonstration. On veut montrer qu’il existe r € Q tel que x < r < y , ce qui est la méme chose de montrer
qu’il existe deux entiers p et g tels que x < p/q < y, ce qui s’écrit gz < p < qy. Par la propriété d’ Archimede
on sait qu’on peut choisir un entier ¢ tel que q(y — z) > 1, c’est-a-dire qy > 1 + gz. Prenons p = E(1 + qz).
On a qy > p et par définition de la partie entiere, p > 1+ qr — 1 = gz, ce qui donne le résultat. O

= Remarque. Dans 'exercice 1.26 on montrera que les irrationels sont aussi denses dans R.
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1.3 Exercices
: -1 n—1
Exercice 1.1. Montrer que (2_1) + (”k ) = (2)

Exercice 1.2. Montrer les identités suivantes :

~ n(n+1)
a) Zk_T’

5 +1)(2n+1)
b) Zk ; ,

C)Zkg ( n+1)> .

Exercice 1.3. Pour n > 1 montrer H(l +
k=1

l)k — (n+ 1"
k nl

Rappel:n!sz:lexSx--~xn
k=1

Exercice 1.4 (Triangle de Pascal). Montrer la formule

(2)-()+ ()

n n!
Rappel -
e (P> pl(n —p)!

Exercice 1.5. Montrer les inégalités suivantes, pour tout x,y, z réels :
a) Poura:>0,x—|—% > 2,

2
b) zy < (T) ,

2?4y
2 b
d) 22 +y? + 22 > 2y +yz + 27,

c) xy <

Exercice 1.6. Pour z et y dans R et n dans N*, montrer

a) (z+y)t/m <at/m g ytin,

b) (1+2z)" > 1+ na.

Exercice 1.7. On suppose que z € R et a € R* vérifient |z — a| < |a|. Montrer qu’alors x est non nul et de
meéme signe que a.

Exercice 1.8. Résoudre les inégalités suivantes :

a) [z +1]<0,1

b) |z —2| > 10

c) [z <z +1|

d) ||x+3| —1| <2

e) >
a:+2
f) Vaz—204+3<z-1

g) 2z — 1] < |z — 1]

est plus pres de v/5 que x ne Pest.

2 5
Exercice 1.9. Soit x > 0. Montrer que x:—2
T

Exercice 1.10. Soit £ = {z € R,3n € N tel que £ < z < 1}. Montrer que E =]0,1].

Exercice 1.11. Soit a;, as dans R et ;1 et ro strictement positifs. Soit z,y € R, |[x —a1| < ry et |[y—as| < ro.
Montrer que
|zy — araz| < rire + |aglry + |ag|r:.
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Exercice 1.12. Soit z,y € Ravec 1 <x <3 et —1 <y < 1. Donner des encadrements de = + y, zvy, %, et
@
=

Exercice 1.13. Montrer que la somme d’un rationnel et d’un irrationnel est un irrationnel.
Exercice 1.14.

a) Montrer que pour tout a,b € R, 2ab < a? + b?.

b) Montrer que pour tout a,b,c € R, ab+ ac + bc < a? + b* + 2.

Exercice 1.15. Montrer que Vn € N*, Vz € R, E(@) = E(x).

Exercice 1.16. Résoudre dans R :
a) 322 + 4z + 3 = 42% — 3o + 4.
b) Ziié = z.

C) 2241 _ z+41

30—4 — z-1°
d) sh+:m =%
Exercice 1.17. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) 222 — 3z +4 < 422 + 22 + 9.
b) 5t <0.
c) 223 — 52?2 + 3z < 0.
d) L>a.
e) =5 < 1.
£) Vi—3-vorFI<4.
g) |z + 1| <0.1.
h) |z — 2| > 10.
i) [[e+3]—-1] <2
j) Va? -2z +3<uz—1.
k) Vz—1>2—/z.
D) 22 -1 <|z—1].

Exercice 1.18. Discuter et résoudre I’équation en x de parametre m
|z + 3| = maz + 2.

Exercice 1.19.
a) Montrer que pour tout z,y € R
zy < (1/2)(x? + y?).

b) Montrer que pour tout > 0
1 1

< < —.
1+x V1 + 22 T
Exercice 1.20. Montrer les inégalités suivantes.
a) Vz €]0, +oof,z + 1 > 2
r+ 2
b) Vz € R,Vy € R, zy < (¥¥)

Exercice 1.21. Montrer que :

:\H
3=

Vz,y € RT,¥n € N*, (x —&—y)% +y
Exercice 1.22. Soit n € N*, ay,...,a, € RT. Montrer : IT}" ; (1+a;) > 1—|—iai et étudier le cas d’égalité.
i=1
Exercice 1.23. Montrer :
Vn e N, (W—f)<2\7<(f V=),
10000

1 1
uis en déduire la valeur de F | = — | (ou E(.) désigne la partie entiere).
p (2 2_:1 \/E> (ot E(.) désig p )
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Exercice 1.24. Montrer que la partie de R

_ {sin(scy)

o (o) €R, () # (0,0)}

est bornée. (Indication : on montrera et utilisera |sinz| < |z| Vz € R).

Exercice 1.25. Soit f : Rt — R une fonction non nulle vérifiant
1) flz+y) = flz)+ fly) ¥(z,y) € RL,
(2) flzy) = f(x)f(y) V(z,y) € RE.
Montrer que f(0) =0et f(1) =1.

Montrer que pour tout n € N, f(n) = n.

r)

Montrer que pour tout r € QF, f(r) =r
Montrer que pour tout z € R, f(z) > 0.

Montrer que f est croissante.

AN ol o S

Montrer par 'absurde que f(z) = x, Vo € RT (on introduira un rationnel r tel que z < r < f(z) ou
flz) <r<z).

Exercice 1.26.

2

a) Montrer que si z,y sont deux rationnels différents, alors M

14+v2

b) Soit a et b tels que a < b. Montrer qu’il existe r € R\ Q tel que r €]a,b[. (Indication : utiliser le
Théoréme 1.3 page 12.)

est irrationnel.
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Chapitre 2

Un peu de formalisme mathématique

2.1 Rudiments de logique

2.1.1 Connecteurs logiques

Une proposition est un énoncé qui peut prendre deux valeurs logiques : V (vrai) ou F (faux). En
mathématique, on part d’un petit nombre de propositions que 1'on suppose vraies (les axiomes) et l'on
essaie d’étendre le nombre d’énoncés vrais au moyen de démonstrations. Pour cela on utilise des regles de
logique.

A partir de deux propositions quelconques A et B, on en fabrique de nouvelles dont on définit la valeur
logique en fonction des valeurs logiques de A et de B. Une table de vérité résume cela :

A|B|nmA|AetB| AouB | A=B | A< B
VIV F \% A% \% A%
VI|F F F A\ F F
F|V A% F \% \% F
F|F \% F F A% A%

La phrase (A = B) se lit “A implique B” et la phrase (A < B) se lit “A est équivalent & B”.
La phrase (A = B) est aussi une proposition, dont la négation est

’ (non(A = B)) < (A et non B). ‘

L’évaluation des nouvelles propositions en fonction de la valeur des anciennes parait naturelle sauf pour
I'implication :

= Remarque. Si P est faux, alors Pimplication P = @ est vraie! Par exemple, (z + 1)? =
22 4+ 2z < 1 = 0 est vraie. Cela signifie que I’équivalence est vraie, pas que les propositions
(x+1)?2 = 22 + 2z et 1 = 0 sont vraies! L’équivalence (z + 1)? = 22 + 22 & 7 = 0 est aussi
vraie. . .

% Exercice. En utilisant des tables de vérité, montrer que
(non (A4 ou B)) < (non A et non B),

(non (A et B)) < (non A ou non B),

(A& B) < (A= B) et (B= A)),

(A= B) < (non A ou B).

& Attention ! Attention aux parenthéses. Les phrases (A = B)et C et A = (Bet C) ne
signifient pas la méme chose. La phrase “A = B et C” est ambigiie.

On utilise en mathématique 'implication pour obtenir de nouveaux résultats. Si l'on sait qu'un résultat
A est vrai et si 'on montre que I'implication A = B est vraie, alors d’apres la table de vérité, on en déduit
que la proposition B est vraie, ce qui étend les résultats mathématiques.

% Exercice. Ecrire la négationde a < b<cetdea=>b=rc.
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% Exercice. Montrer que

[non (P ou Q)] < [(non P) et (non Q)]
[non (P et Q)] < [(non P) ou (non Q)]

[P ou (Q et R)] < [(PouQ@) et (PouR)]
[Pet (QouR)] < [(PetQ)ou(PetR)

2.1.2 Conditions nécessaires et suffisantes

e On dit que B est une condition nécessaire de A si A = B (pour que A soit vrai, il faut que B soit
vrai).

e On dit que B est une condition suffisante de A si B = A (Pour que A soit vrai, il suffit que B soit
vrai).

e On dit que B est une condition nécessaire et suffisante de A si A < B (pour que A soit vrai, il faut
et il suffit que B soit vrai).

2.1.3 Quantificateurs

Soit P(z) une propriété dépendant d’un objet  d’un ensemble E. On note :

— Vz € E, P(z) lorsque la propriété est vraie pour tous les éléments x de l’ensemble F';

— Ja € E, P(x) lorsqu’il existe au moins un élément = de ensemble F pour lequel la propriété est vraie;

Il faut savoir nier une proposition dépendant de quantificateurs. La négation de “pour tout x, la propo-
sition P(x) est vraie” est “il existe un x tel que la proposition P(z) soit fausse”, c’est-a-dire

’ non(Vz, P(x)) < Jz,nonP(x). ‘

De méme,

’ non(3z, P(x)) < Vz,nonP(x). ‘

On utilise aussi la notation 3!z € E, P(x) lorsqu’il existe un unique élément de ’ensemble E pour lequel
la propriété est vraie.

& Attention ! On n’utilise jamais les symboles A et ).

% Exercice. Ecrire la négation des propositions suivantes :
1. Vx € E,Jy € E, P(z,y);
2. Jzx € E,Yy € E, P(x,y);
3. reR,dseR,VreR,x<rets<r.

= Remarque.

e Pour montrer une proposition de la forme : Vo € E, P(z) (quel que soit z dans E, x vérifie
une propriété), on commence la démonstration par : ( Soit z € E )....

e Pour montrer une proposition de la forme : 3z € E tel que P(z) ( il existe un objet z
vérifiant la propriété P(x)), il vous suffit d’exhiber un élément x vérifiant cette propriété.
La démonstration contiendra alors sans doute la phrase : (Posons = ... Vérifions que z
convient. . .).

e Pour montrer qu'une proposition de la forme : Va € E, P(x) est fausse (c’est-a-dire que

Jxz € E tel que P(x) est faux), il suffit d’exhiber un contre-exemple : (Posons x = ...). Pour
cet élément x, P(x) est fausse. (L utilisation de contr-exemple est revue quelques pages plus
loin).

& Attention ! L’ordre des quantificateurs est important :
o (Vx € R,3n € N,z < n) est vrai,
e (In e N\Vz € R,z < n) est faux,

c’est-a-dire

’on ne peut pas inverser V et 3 ‘

Par contre on peut inverser deux V et deux 3 :
o Vxe E,Vye F,P(z,y)) < (Yy € F,Vz € E, P(x,y)),
o (IreE JyeF Plx,y) < (Jye F,3xr € E, P(x,y)).
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2.1.4 Différents types de raisonnements
Raisonnement direct et par contraposée

Pour montrer que A = B est vrai, on peut utiliser 'un des deux raisonnements suivants :
— Raisonnement direct : Supposons A vrai, et montrons qu’alors B est vrai;

— Raisonnement par contraposée : Supposons B faux et montrons que A est faux.

Cela vient du fait que

(A= B) & ((non B) = (non 4))|

La phrase ((non B) = (non A)) est la contraposée de (A = B).

& Attention ! Ne pas confondre contraposée et réciproque. La réciproque de A = Best B = A.
De I'une on ne peut rien dire sur 'autre.

{ Exemple. soit n € N;n > 2. Montrons que si 2" — 1 est un nombre premier, alors n est un
nombre premier. La négation de la derniére proposition est n est non premier ce qui s’écrit il
existe p,q € N différents de 1 et n tel que n = pg. On a alors

2”—1:2”‘1—1:(2”)‘1—1:(2p_1)(1+211+...+2p(q—1)).

La derniére égalité vient d’une propriété de (a™ — b™) (voir page 10) :

1— aerl

VmeNVa#1, 1+a+a*+ - +a™ -

Donc 2P — 1 divise 2 — 1 et il est différent de 1 car p # 1 et différent de 2™ — 1 car p # n.
Donc 2™ — 1 n’est pas premier. Finissons le raisonnement : soit n € N,n > 2. tel que 2" — 1 est
un nombre premier. Il y a deux cas pour n : n est premier ou n n’est pas premier. Or dans le
deuxieéme cas, d’apres ce que ’on vient de voir, ceci implique que 2™ — 1 n’est pas premier. Donc
n est premier.

% Exercice. On considére un nombre réel x > 0 et les deux propositions :
1. A : Pour tout réel € strictement positif, 0 < z < ¢;
2. B:x=0.
Montrer que A = B.
Pour montrer une équivalence A < B, on procede en deux temps :
1. On montre que A = B est vrai;
2. On montre que B = A est vrai.

iz Remarque. Pour montrer A & B < C, il suffit de montrer par exemple que A = B, B = C
et C = A.

Raisonnement par I’absurde

On suppose qu’une proposition B est fausse. Si on aboutit & une contradiction avec une proposition A
que 'on sait étre vraie, alors on a montré que B est vraie. C’est par exemple ce qu’on a utilisé page 10 pour

montrer que v/2 ¢ Q.

Raisonnement par récurrence

Un autre raisonnement classique est le raisonnement par récurrence. On l'utilise quand on veut montrer
qu’une propriété P(n) est vraie pour tout n € N. La preuve se fait en trois étapes :
— on vérifie la propriété au premier rang P(0),
— hypothese de récurence : on suppose que la propriété est vraie pour un certain n € N,
— montrons que celd implique que P(n+1) est vraie (il y a un raisonnement a faire qui utilise ’hypothese
de récurrence!)
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On en conclut que P(n) est vraie pour tout n € N. L’idée de la démonstration par récurrence peut s’écrire
de la fagon suivante :
(P(0) et (P(n) = P(n+1))) = (P(n)Vn e N).

De la méme fagon on peut faire une récurrence descendante, & partir d’'un rang ng, pour montrer qu’'une
propriété est vraie a partir du rang nyg.

% Exercice. Montrer que 2" > n, Vn € N.

Utilisation d’un contre-exemple

Pour montrer qu'une proposition Vo € E, P(z) (tous les éléments de E vérifient P) est fausse, on peut
montrer que la négation de la phrase (qui est 3z € E, non P(x)) est vraie. Il suffit d’exhiber un élément z
de F qui ne vérifie pas P; x s’appelle un contre-exemple.

¢ Exemple. Montrons que la proposition V2 € R,z < 1 = 22 < 1 est fausse. La négation est
Jr € Rtel que z < 1 et 2 > 1.

Or cette proposition est vraie, par exemple pour z = —2. Donc —2 est un contre-exemple a la
premieére proposition.

Raisonnement par disjonction des cas

Un dernier raisonnement dont on va parler est le raisonnement par disjonction des cas. Pour montrer
que tout z € A vérifie une propostion P, on consideére toutes les possibilités pour x. C’est-a-dire si A peut
s’écrire comme une réunion de A;, alors il suffit de montrer que pour tout ¢, tout x € A; vérifie la propostion
P.

& Exemple. On veut montrer que si a est un réel non nul tel que | —a| < |a|, alors x et a sont
deux réels de méme signe. On considere deux cas :

1. a > 0: |a| = a; inégalité devient |z — a|] < a <= 0 < z < 2a.

2. a < 0 : |a|] = —a; Uinégalité devient |x — a| < —a <= 2a < = < 0. La proposition est
montrée.

{ Exemple. Résolution d’équation et raisonnement par équivalence. On considere
I’équation d’inconnue z € R donnée par 3x + 2 = 0. Résoudre I’équation signifie trouver toutes
les solutions de ’équation c’est-a-dire tous les y € R vérifiant 3y + 2 = 0. Autrement dit, il s’agit
de déterminer I’ensemble des solutions c’est-a-dire I’ensemble £ des y € R vérifiant 3y + 2 = 0.

Considérons le raisonnement suivant :

Si x vérifie 3z + 2 = 0 alors, en ajoutant —2 de chaque coté, 3z = —2 et, en multipliant par
1/3 de chaque c6té, x = —2/3.

Ce raisonnement montre que si z est une solution alors forcément il vaut —2/3. En fait,
il montre que £ est inclu dans l'ensemble {—2/3} (& un seul élément). Ou encore, il montre
limplication : (3z + 2 = 0) = (x = —2/3). Il ne montre pas que —2/3 est solution. Il ne montre

pas que ensemble £ contient {—2/3}. Il ne montre pas non plus Uimplication : (x = —2/3) =
3z +2=0).
Si lon ajoute au raisonnement précédent, la remarque suivante : 3(—=2/3) +2=-2+2=0

alors on montre que —2/3 est solution de ’équation ou encore que £ contient {—2/3} ou encore
limplication (z = —2/3) = (3z 4+ 2 = 0).

Ces deux étapes montrent que ’équation a exactement une solution & savoir —2/3, ou encore
que & = {—2/3} (puisque €& C {—2/3} et {—2/3} C &) ou encore 'équivalence (z = —2/3) &
Bz +2=0).

Résoudre une équation se fait toujours en deux étapes. Mais cela revient a montrer une
équivalence. Montrer une équivalence peut se faire par une suite d’équivalences qui permettent
de faire les deux étapes en mA®me temps. Dans I’exemple précédent, on peut procéder de la fagcon
suivante.

Rappelons les deux propriétés suivantes de R. Pour tous a,b,¢c € R, (a =b) & (a+c=b+c).
Pour tous a,b € R, pour tout ¢ € R*, (a = b) < (ac = bc). On a alors, en utilisant la premiere
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propriété avec a = 3x 4+ 2, b = 0 et ¢ = —2, puis en utilisant la seconde avec a = 3z, b = —2 et
c=1/3#0,
Br+2=0)< 3z=-2)< (zr=-2/3)
On cherche les solutions de ’équation suivante :
2 _4x+3
% =4dz—-6% ((2°—42+3 = (z—1)(4z—6)) et (z #1))

On peut faire le raisonnement suivant. Si z est solution alors 2% — 4z + 3 = (z — 1)(4z — 6).
En simplifiant, on trouve que x = 1. Ce raisonnement correspond au premier raisonnement dans
I’exemple précédent. Il dit seulement que s’il y a une solution alors c’est 1. Mais il ne dit pas que
1 est solution et, d’ailleurs, c’est faux. En effet, pour z = 1, la fraction n’est pas définie car on
n’a pas le droit de diviser par 0. Ces deux arguments montrent que I’équation ci-dessus n’a pas
de solution.

2.2 Rudiments de théorie des ensembles

2.2.1 Inclusion

Definition 2.1. e Si E et F sont deuzr ensembles, on note E C F lorsque tous les éléments de E sont

des éléments de F :Vx € E, x € F.
e Un ensemble particulier est 'ensemble vide noté (). Il ne contient aucun élément, et pour tout ensemble

E,onalCE.
o Six est un élément de E, on note {x} l'ensemble constitué de I’élément x.

& Attention ! Siz est un élément de E, z € E et {x} C E.
% Exercice. Ecrire la négation de E C F (ce que I'on note E ¢ F).

% Exercice. Soit l'ensemble E = {{0},1,N,{0,1,2}}. Mettre le signe € ou ¢ et C ou ¢
correct entre les objets suivants :

Definition 2.2. Deux ensembles E et F' sont égaux, ce qui est noté E = F, si et seulement si E C F et
FCFE

Pour montrer que ' = F', on utilise le plan suivant :
1. Montrons que E C F' : soit « un élément de F, je veux montrer qu’il appartient a F' ...
2. Montrons que F' C E : soit x un élément de F', je veux montrer qu'’il appartient a E ...
Definition 2.3. L’ensemble des parties d’un ensemble E, noté P(E), est
P(E)={A|ACE}.
En particulier,
AeP(E)s ACE
et P(F) n’est jamais vide puisqu’il contient toujours ’ensemble vide (!), ainsi que I'ensemble E (qui peut-étre

vide).
% Exercice. Ecrire I'ensemble P(E) lorsque E = {a,b}.

2.2.2 Intersection, union, complémentaire

Definition 2.4. Soit E et F deux ensembles. On définit de nouveaux ensembles :
— Intersection ENF = {z|x € E et x € F}.
— Union (ou réunion) EUF = {z|x € E ouxz € F}; La réunion est disjointe si ENF = (.
- Complémentaire E\ F = {z|lxr € E et x ¢ F}.
= Remarque. Dans le cas ou F' C E, on note parfois le complémentaire de F' dans E par
Fe={zeEx¢F}=E\F.
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2.2.3 Produit cartésien

Definition 2.5. Soit E et F' deuz ensembles. On note E x F l’ensemble des (couples ) (z,y) avec x € E et
y € F. L'ensemble E x F s’appelle le produit cartésien des ensembles E et F'.

$ Exemple. Le plan R? est simplement R x R.

2.2.4 Lien entre connecteurs logiques et relations ensemblistes

Si A est un ensemble, on peut dire que z vérifie une propriété P si x € A. Alors z ne vérifie pas P (x
vérifie non P) si € A. Si B est un autre ensemble, et Q est vraie si € B, alors AU B est I'ensemble
des x qui vérifient (P ou Q), et AN B est Pensemble des x qui vérifient (P et Q). Ainsi les résultats sur les
connecteurs logiques se traduisent en résultats sur les ensembles.

¢ Exemple. Soit P la propriété (z € A). Donc (z € A°) est non P. Comme non (non P))< P,
on aque x € (A°)° < x € A, c'est-a-dire (A%)° = A.

% Exercice. On considere trois ensembles A, B, C'. Montrer que
(AN B)¢ = A°U B¢

(AUB)¢ = A°nNB°

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
Au(BNC)=(AUB)N(AUCQ)

(AUBCAUCet ANBCANC)= (BcC(O).

2.2.5 Applications

Definition 2.6. Soit E et F' deux ensembles. Une application f: E — F e st la donnée pour tout © € E
d’un unique élément noté f(x) de F. L’élément x est un antécédent de y, y est 'image de x par f, E est
I’ensemble de départ et F' est ’ensemble d’arrivée. Ainsi, par une application f tout élément de l’ensemble
de départ a une image et une seule :

Ve e E,Jly € Fy= f(x).
= Remarque. Il peut y avoir aucun, un, ou plusieurs antécédents.

% Exercice. Une des correspondence ci-dessous n’est pas une application. Laquelle ? Pour-

7 ) T

Definition 2.7. Deux applications f et g sont égales (notation : f = g) si elles ont les mémes ensembles
de départ E et d’arrivée F et siVx € E, f(x) = g(x).

Definition 2.8. Soit E un ensemble. On appelle identité de E application

. {EHE
ZdEI
Tr — X

Definition 2.9. Soit f une application de E dans F. On appelle la restriction de f a A C E [application
g:A— F telle que g(z) = f(x),Vz € A.

Definition 2.10. Soit f une application de E dans F et A tel que E C A. Une application g: A — F telle
que g(z) = f(x),Vx € E est un prolongement de f ¢ A.

Definition 2.11. Soit E et ' deux ensembles, f une application de E dans F. Soit A C E. On appelle
l’image directe de A par f le sous ensemble de F :
f(A) ={f(z), z € A}.

On peut écrire
y € f(A) & Ja€ Ay = f(a).
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Proposition 2.12. Soit A et B deuz parties quelconques de E et f une application de E dans F. On a

AcCB= f(4) C f(B),
f(AUB) = f(A)U f(B),
f(ANB) C f(A) N f(B).

Démonstration. Montrons la derniére inclusion : soit y € f(ANB). Il existe alors x € ANB tel que y = f(x).
Comme z € ANB C A, f(x) € f(A) et comme x € AN B C B, f(x) est aussi un élément de f(B). Donc
y = f(z) € f(A)N f(B). Pourquoi n’a t’on pas ’égalité, regardons l'inclusion inverse : soit y € f(A)N f(B);
donc il existe z1 € A et x5 € B tel que y = f(x1) = f(x2). Malheureusement, on ne sait pas si 1 = 9! O

Definition 2.13. Soit f une application de E dans F' et B C F. On appelle image réciproque de B par f
le sous-ensemble de E noté f~1(B) :

fYB)={zrcE, f(z)<c B}

On peut écrire

z e f~YB) < f(z) € B.

B Attention ! On a défini 'ensemble f~!(B), la notation f~! ne signifie rien pour Iinstant
(nous n’avons pas supposé que f est une bijection, voir plus loin).

Proposition 2.14. Soit A ¢t B deuz parties quelconques de E et f une application de E dans F. On a
ACB=f'(A)cf(B),
fTHAUB) =1 (AU (B),
FTHANB) =1 (AN fH(B).
% Exercice. Quel rapport entre f~1(f(A)) et A et entre f(f~1(B)) et B?

Definition 2.15. Soit f une application de E dans F et g une application de F' dans G. La composée de
f par g est Uapplication notée go f définie de E vers G par

Vz € E, go f(x) = g(f(x)).

2.2.6 Applications injectives, surjectives, bijectives
Soit f une application de E dans F.

Definition 2.16. On dit que f est une application injective si tout élément y de F posséde au plus un
antécédent x € E par f. De facon équivalente :

[ est injective <= V(z,2') € E x E,(z # 2’ = f(z) # f(2)),
= f(z")

[ est injective < V(z,2') € E x E,(f(z) = f(2') = z =1'),
f est injective <= V(A, B) € P(E) x P(E), f(AnB) = f(A)N f(B).

Definition 2.17. On dit que f est une application surjective si tout élément y de F posséde au moins un
antécédent x € E par f. De facon équivalente :

f est surjective <= f(E) =F.

Definition 2.18. On dit que f est une application bijective si tout élément y de F posséde un unique
antécédent x € E par f. De facon équivalente :

f est bijective <= Vy e F, lx € E, y = f(x).
On définit alors une application de F dans E notée f~' définie par
Ve € E\Vy € F,x=f'(y) <= y=f(z).

On Uappelle ’application réciproque.
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% Exercice. Montrer qu'une application est bijective si et seulement si elle est injective et
surjective.

% Exercice. Montrer qu’'une application f : E — F' est bijective si et seulement si il existe
une application g : F' — E telle que go f = idg et fog =idp (idg est Uapplication identité de
E.

% Exercice. Parmi les applications ci-dessous, quelles sont celles qui sont injectives ? surjec-
tives 7 bijectives ?

) () (O

i Remarque. Si E et I sont des ensembles ayant un nombre fini d’éléments, et f est une
application entre E et F. On note |E| (resp. |F|) le nombre d’éléments de E (resp. F)). Alors

o (f injective) = |E| < |F|,

o (f surjective) = |E| > |F|,

o (f bijective) = |E| = |F]|.

% Exercice. Soit f une application bijective de E dans F et B C F. On a que f~(B)
est I'image de B par 'application f~!. Vérifier que cet ensemble est le méme que celui de la
définition 2.13.

Proposition 2.19. o [ est injective si et seulement si pour tout sous-ensemble A de [’ensemble de
départ, on a f~1(f(A)) = A.
o f est surjective si et seulement si pour tout sous-ensemble B de I’ensemble d’arrivée, on a f(f~1(B)) =
B.

Proposition 2.20. Soit f: E — F et g: F — G. Alors
e si [ et g sont injectives, alors g o [ est injective,
e si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective,
e si f et g sont bijectives, alors go f est bijective et (go f)"t = f~log™!,
e sigo f estinjective, alors f est injective,
e sigo f est surjective, alors g est surjective.

2.3 Exercices

Exercice 2.1. Dans chacun des cas suivants, 1’énoncé (2) est-il une CS, CN ou CNS de (1)?
a) (1):22>2 (2):2>1

b) (1) : n impair (2) : n? impair

c) (1) : pour tout n € N,z > n (2) : & > 1010

d) (1):z€l,3] (2): z€[l,4]

Exercice 2.2. Ecrire la négation des phrases suivantes.

a)Vac A, e B,(a<b?eta<b®+1)

b) Ve > 0,3a > 0,Vz e R, |z — 1| < aet [22 — 1| > €

Exercice 2.3. Montrer si les phrases suivantes sont vraies ou fausses.
a) Ve eR, Iy e R,z < zy

b) Vz € R,z > 1 ou 22 < 2

c)VzeRz>1=22>0

Exercice 2.4. Soit a1,...,a, des nombres positifs. Montrer que si >, a; = 0 alors Vi a; = 0.

Exercice 2.5. Montrer
a) Ve > 0,3a > 0,Vz € [,3],|z — 2| < a= |22 — 4] <



2.3 Exercices 25

b) Ve > 0,3a>0,Vz € R, |z — 2| < a = |22 — 4| < ¢
Exercice 2.6. Soit E' un ensemble et A et B deux parties de . On note

AAB = (AUB) — (AN B) appelée partie symétrique.

Montrer que VA, B,C, AA(BAC) = (AAB)AC. (Indication : faire le tableau de vérité pour deux ensembles
AARB puis pour 3 ensembles AA(BAC) et (AAB)AC'.)

Exercice 2.7. Soit A et B deux parties de E. Discuter et résoudre
AuX =B

d’inconnue X € P(E).
Exercice 2.8. Ecrire les assertions suivantes et leurs négations avec des quantificateurs. Dans chaque cas,
dire si I’assertion est vraie ou fausse et le justifier.

1. Tout entier naturel divisible par 6 est divisible par 3.

2. Tout entier naturel divisible par 2 et 3 est divisible par 6.

3. Tout entier naturel divisible par 2 et 14 est divisible par 28.
Exercice 2.9. Soit f1, fs et f3 des fonctions de R dans R. Pour chacune des propriétés suivantes, écrire sa
négation et illustrer la propriété et sa négation.

1. Vi€ {1,2,3},3a €R, fi(a)=1

2. 3 e{1,2,3},Va eR, fi(a)=1

3. dJa eR,Vie{1,2,3}, fila) =1

4. Va e R, Vi € {1,2,3}, fi(a) =1
Exercice 2.10. Placer les symboles <=, = et <= qui conviennent entre les propositions et écrire les
contraposées des implications.

1. (a)z <0 (b)z <0

2. (@) |z —zo] <a (b)z <z0+

3. (a)Vz, x vérifie la propriété P (b)3x, x vérifie la propriété P

4. (a)ANB=A (b)ACB

5. (a)AUB=A (b)BC A
Exercice 2.11. Prendre la négation des phrases suivantes :
a) IneN,n2<n+1.
b) Va€ A, Fb € B,a <b? et a < b3+ 1.
) Ve>0,da>0,Vz eR, |z — 1| <a= |2 — 1| <e.
Exercice 2.12. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction. Exprimer verbalement la signification
des assertions suivantes.

1. 3IC eR,Vx eI f(z)=C.

2.Vzxel, f(x)=0=2z=0.

3. VyeR, Iz el f(x)=y.

4. Vr,ye Lz <y= f(z) < f(y).

5. Vo,y € R, f(z) = fly) = x=y.
Exercice 2.13. Soit E un ensemble. Pour A une partie de E, on note 14 la fonction indicatrice (ou
caractéristique) de E :

lsize A
la: BE— [0,1],1A($)={ OsixgéA
a) E = R. Donner le graphe de 0,17 €t 1jo,1jup2,3)-
b) Montrer que si A C B alors 14 < 1p.
¢) Montrer que 1ynp =14 -1p
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d) Déterminer une relation entre 14,5, 14 et 1p
e) Que peut-on dire de 14upuc ?

Exercice 2.14.

a) Déterminer une bijection de N dans N*.

b) Déterminer une bijection de N dans ’ensemble des entiers pairs.
¢) Déterminer une bijection de N dans Z.

d) Déterminer une bijection de N dans N x N.

e) Déterminer une bijection de N dans Q.

f) Déterminer une bijection de {1|n € N*} dans {1|n € N*\ {1}}.
g) Déduire de 'exemple précédent une bijection de [0, 1] dans [0, 1].
Exercice 2.15.

a) Montrer que f : R — R,z + 2z + 5 est bijective. Calculer f~!.
b) Montrer que g: R x R — R x R, (x,2') = (z + 2', 2 — 2') est bijective. Calculer f~!.
Exercice 2.16. Montrer par récurrence :

1. Pourtout réel q#1, 1+q+¢*+ -+ ¢" = =4

Vn N*, 13 423 4 ... 4 3 = (o2

VneN*, (1x2)+(2x3)+--+(nx(n+1)=in(n+1)(n+2).
Vn € N*, 9 divise 10™ — 1.

Vn € N, un:"SPT”EN.

Vr e R, Vn e N, [sin(nz)| < nlsin(z)|.

S e



Chapitre 3

Suites de nombres réels

3.1 Généralités sur les suites

3.1.1 Définition

Une suite (numérique ou réelle) est une application u : N — R. Pour tout n € N, 'image u(n) de n par u
est notée traditionnellement u,,, qu’on appelle le terme de rang n de la suite. Souvent une suite est identifiée
avec son image : (Un)nen-

3.1.2 Croissance, décroissance

Definition 3.1. e On dit que la suite (uy)n est croissante si elle est croissante en tant que fonction a
valeur dans R, c’est-a-dire
P>q=up > U
. C’est equivalent a
VneN, uy < Upa.
e clle est strictement croissante si
VneN, u, < Upyi.

o On dit que la suite réelle (uy )y est décroissante (Tesp. strictement décroissante) si la suite (—uy ), est
croissante (resp. strictement croissante), c’est-a-dire

Vn €N, up > Upt1(1€SP Up > Uptq)-

e (un)n est dite monotone (resp. strictement monotone) ssi (u,) est croissante ou décroissante (resp.
strictement croissante ou décroissante).

Definition 3.2. e Une suite u est constante si 3c € R, Vn € N, u,, = c.
o Une suite u est stationnaire s: 3¢ € R,dng € N,Vn € Nyn > ng = u, = c.

3.1.3 Majoration

Definition 3.3. e On dit qu’une suite (u,), est majorée par A si A est un majorant de 'ensemble des
termes de la suite c’est a dire VYn € N, u,, < A. On dit que la suite est minorée par A si A est un
minorant de l’ensemble des termes de la suite c’est a dire Yn € N, u,, > A. On dit que la suite est
bornée par A si ¥n € N, |u,| < A (la suite est majorée et minorée).

i Remarque. Si la suite u est croissante (resp. décroissante) alors elle est minorée (resp.
majorée) par son premier terme ug.

o Exercice. Soit u et v deux suites bornées et A € R. Montrer que u + v et Au sont bornées.

% Exercice. Donner un exemple de suite :
1. Croissante et majorée.
2. Ni croissante, ni décroissante.
3. Ni majorée, ni minorée.

4. Croissante, non strictement croissante ni stationnaire.
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3.1.4 Propriétés dépendant du rang

Une propriété P(n) est vraie d partir d’un certain rang si 3k € N, Vn € Nyn > k = P(n) est vraie

% Exercice. Ecrire & laide de quantificateur les propriétés suivantes :
1. La suite u est positive a partir d’'un certain rang.
2. La suite u est constante a partir d’'un certain rang. Comment s’appelle une telle suite ?

3. La suite u est croissante a partir d’un certain rang.

3.2 Convergence et divergence

3.2.1 Suites convergentes

Definition 3.4. On dit qu’une suite u est convergente vers | € R si et seulement si

¥e>0,IN€N,YneN,n> N = |u, — 1| <c.|

l s’appelle la limite de la suite, et on note u, — .
On dit que la suite est divergente si elle n’est pas convergente c’est a dire :

Je>0,YN eN,IneN,n > N et |u, — 1| > ¢.

i Remarque. On peut montrer que dans la définition on peut remplacer < ¢ par < €.
= Remarque. La convergence de u vers [ est la méme chose que la convergence de u —1 vers 0.
= Remarque. Dans la définition, 'entier N dépend de ¢ (voir ’exemple ci-dessous).

Pour montrer que u,, — [, on peut utiliser le plan suivant :

1. Soit e >0

2. Posons N = ...

3. Vérifions : Soit n > N

4. On a bien |u, — 1] <e

5. Donc u, — [.

¢ Exemple. Montrons avec la définition que la suite de terme général u,, = %, n > 0 converge
vers 0 :

1

- =0

n

Soit € > 0. La question a resoudre est la suivante : existe-t-il un entier N tel que Vn € N, n >
N,= |un| < 7 Or |u,| < € signifie que L < e clest a dire n > 1. Ainsi on peut dire que
VYneN, n> é implique que |u,| < e. On doit choisir un entier N > é, on prendra N = E(é) +1.
Donc,

VneN, n>N,= |u,| <e

ce qui est la définition de la convergence vers 0.

% Exercice. Montrer que u, = % tend vers 3/2 en utilisant la définition.

% Exercice. Montrer en utilisant la définition que si u,, — a, u,, > 0Vn,a > 0, alors /u, —

Ja.

’Proposition 3.5. La limite d’une suite convergente est unique.

Démonstration. Faisons un raisonnement par ’absurde : supposons que wu, converge a la fois vers [; et
lo avec Iy # ly. Posons ¢ = %|ll — lp|. D’apres la définition de la convergence, il existe N1 € N tel que
n > N1 = |u, — 1] <e. etil existe Ny € N tel que n > Ny = |u, — 1] < e. Soit N = maxz(N1,N3). On a
luy — 1] < e et juy —la| <e. Don,

2
ll1 = lo| < |li —un|+ |l —un| < g\ll — o] < |l — o).

Ce qui est absurde, donc ’hypothese de départ est fausse. O
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Definition 3.6. Soit u une suite réelle. On dit que la suite tend vers 400 si et seulement si
VAeRS,IN eN,¥n €N, (n > N = u, > A).

On dit que la suite tend vers —oco si et seulement si
VBeR,,INeN,VneN,(n > N = u, < B).

B Attention ! Une suite qui tend vers +oc est une suite divergente. En particulier une suite
ne converge pas vers l'infini. . .
Toute suite divergente ne tend pas vers l'infini, par exemple la suite de terme général (—1)".

Pour montrer que u,, — +00, on peut utiliser le plan suivant :
. Soit A >0

. Posons N = ..

. Vérifions : Soit n > N

. On a bien u, > A.

= W N =

% Exercice. Montrer en utilisant la définition que (y/n) tend vers +oo.

Proposition 3.7. 1) Toute suile convergente est bornée.
2) Toute suite réelle qui tend vers +00 est minorée.
8) Toute suite réelle qui tend vers —oo est majorée.

Démonstration. Pour 1). Supposons que u,, — . Soit € =1 > 0, il existe N € N tel que
VneN,n>N = |u, — 1] <1.

En utilisant l'inégalté triangulaire, on a pour tout n > N, |u,| < || + 1. La suite est majorée par M =
maac(|u0|, |u1|7 ERE |uN|7 |l| + 1)
Pour 2). Supposons que u,, — 400 . Soit e =1 > 0, il existe N € N tel que

VvneN, n>N = u, > 1.

Donc la suite est minorée par m = inf(ug, u1,...,un, 1).
Pour 3), on applique 2) & —u,, pour obtenir 3). O

{ Exemple. Suites arithmétiques La suite de terme général wu,, est arithmétique s’il existe
r € R tel que Vn € N, u,11 = u, + r. 7 s’appelle la raison de la suite. On a alors Vn € N, w,, =
ug + nr. D’autre part la somme S = wug+uj + -+ up = (n+ 1) (ug + uyn)/2.

{ Exemple. Suites géométiques La suite de terme général u,, est géométique s’il existe r € R
g g g

tel que Vn € N, 4,41 = ru,. r s’appelle la raison de la suite. On a alors Vn € N, u,, = upr™.
1—r
1—r

D’autre part la somme S = ug + ug + -+ + U, = Ug Lsir # 1. On a les cas suivants :
1. si |r| < 1 la suite (r™),, converge vers 0.

2. si r =1 la suite (r™),, converge vers 1.

3. si r = —1 la suite diverge.

4. si|r] > 1 la suite (r™),, diverge et |r|™ diverge vers +o0.

En effet, si |r| > 1, on peut écrire |r| =1+ h avec h > 0. On a alors

|r":§(2)hk21+nh—>+oo.

Si|rl]<letr#0,ona ﬁ > 1, donc (") — +oo. Ce qui implique que |#|* — 0 soit ™ — 0.

7|
Si r = —1 la suite n’a pas de limite, voir paragraphe sur les suites extraites.

= Remarque. Les suites arithmétiques et géométriques sont des cas particulier de suites
récurrentes, voir 5.3.6 page pagerefsuites recurrentes.
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3.2.2 Suites extraites et convergence

Definition 3.8. On appelle extractrice une application 0 : N — N strictement croissante. Etant donné
une suite (Un)n, on appelle suite extraite de (u,), toute suite (uqy(n)) avec o une extractrice.

= Remarque. L’extractrice o doit étre strictement croissante. Par exemple (u2y, )nen €t (U2n+1)nen
sont des suites extraites, mais (u,2_,) n’est pas une suite extraite car o(n) = n? —n n’est pas
strictement croissante sur N (on a o(0) = o(1)).

= Remarque. Si o est un extractrice, alors o(n) > n. Si o(n) = n alors o est U'identité et la
suite extraite correspondante est la suite entiere.

Proposition 3.9. Si la suite u converge vers l, alors toute suite extraite converge vers .

Démonstration. Soit € > 0, il existe N € N tel que n > N = |u,, — | <e. On a alors
VmeN, n>N=o(n)>0c(N)>N=|usm — | e
O

Corollaire 3.10 (Pour montrer qu’une suite est divergente). Soit u une suite. On suppose qu’il existe deux
suites extraites v et w de u telles que

1. v, > a
2. w, —b
3. a#b

Alors la suite u est divergente.

& Exemple. montrons que si r < —1 la suite géométrique (r™),, n’a pas de limite finie ou infinie.
1. siu, = (—=1)", ugp =1 et ugpy1 = —1 donc la suite n’a pas de limite finie ou infinie.

2. siu, = (r") avec 7 < —1; ug, = |r|*" et ugp+1 = —|r[*" L. Donc la suite n’a pas de limite
finie ou infinie.

Corollaire 3.11. Si la suite u, a ses deux suites extraites (uon)n €t (Usnt1)n qui sont convergentes et ont
la méme limite alors elle est convergente vers cette méme limite.

Démonstration. Supposons que (U2, ), €t (u2n41), convergent vers l. Soit € > 0, il existe N; € Net Ny € N
tel que Vp > Ny = |ugp — | < € et Vp > Ny = |ugpi1 — U] < €. Soit N = max(2N1,2N; + 1). Pour tout
n > N, soit n est pair et il existe p € N tel que n = 2p et n > 2N; entraine que p > N; donc |u, — 1] < &
soit n est impair et il existe p € N tel que n =2p+ 1 et n > 2N + 1 entraine que p > N3 donc |u, — | < e.
Donc,

Vn > N, |u, — 1| <e.

3.2.3 Propriétés d’ordre des suites réelles convergentes

Corollaire 3.12. Soit une suite u qui converge vers | et (a,b) € R2.

1) sia <1 alors il existe N1 € N tel que pour tout n > Ny, on a up, > a.

2) sil <b, il existe un entier No € N tel que pour tout n > Na, on a u, < b.

3) sia <l <b, il existe un entier N € N tel que pour tout n > N, on a a < u, <b.

Démonstration. 1) Il existe Ny € N, n > Ny = |u,, — | <1/2(l—a) <l—a.Or |u, =] <l—a=u, -1 >
—(l = a). Dot u, > a pour tout n > Nj. O

Proposition 3.13 (Passage a la limite dans une inégalité). On suppose qu’il existe N1 € N tel que pour
tout n > Ny up, > a (ouu, > a). Si u, a pour limite | alors on al > a.

Démonstration. Montrons la contraposée. supposons | < a. D’apres la proposition précédente, il existe
Ny € Ntel que n > Ny = u, < a. Donc VN; e Nydn € N, n > N; et u,, < a. O
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;‘9; Attention ! Si on a pour tout n > N, u, > a et u,, — [, alors on ne peut pas en déduire
que [ > a. Par exemple pour tout n, 1/n > 0 et 1/n tend vers 0, et on a pas 0 > 0! Moralité : les
<, > se transforment en <,> par passage a la limite.

Théoréeme 3.14 (Théoreme d’encadrement (dit des gendarmes)). Soit u, v et w trois suites réelles telles

que
ANeN,VneN,n>N= u, <v, <w,
Uy, —> L et w, — 1

alors v, — 1.

Démonstration. Soit € > 0, AN, Ns tels que Vn € N, n > Ny = |u, — 1| < e et n > Ny = |w, — ] <e. Soit
No = max(N, Nl,Ng), Vn e N
Up < Up < Wh,
n > Ny = |un—l|S€a
|w, — 1] <e.

Donc Vn € N, n > Ny, implique que —& < up, — I <v, -1l <w, -1 <e=|v, —I| <e. O

Théoréme 3.15 (Théoréme de majoration). Soit (u,) une suite et un réel I € R. On suppose qu’il existe

une suite (a,) tel que
Yn > N, |u, — 1] < a.

On suppose que o, — 0. Alors up, — I quand n — +o0.

Démonstration. On a
—op <u, -1 <a, Yn> N.

Comme —a, — 0 et a,, — 0, on a d’apres le théoremes des gendarmes u,, — I — 0 < u,, — [. O

Corollaire 3.16. Soit u et v deux suites réelles tel que

INeN,VneN, n>N = u, < v,
Uy —> +00,

alors v, — +00.

Démonstration. Soit A > 0, il existe N1 € N tel que Vn € N, n > Ny, = u,, > A. Soit Ny = maz(N, Ny).

Up < Uy,

VTLZNQ,{ w > A

Donc, ¥n > Ny, on a v, > A. O

Corollaire 3.17. Soit u et v deuzx suites réelles tel que

INeN,VneN, n>N = u, < v,
Uy — —00,

alors u, — —o0.

3.2.4 Propriétés algébriques des suites réelles convergentes

Proposition 3.18. Soit A € R, u,, v, deuz suites, (I,I') € R%. On a
1. up = 1= Juy| — |l
2. up = 0= |u,| — 0.
Uy — 1 ,
3. { on 1! = U, +v, > 1 +1.
4. Up — 1= Aug, — AL

Up — 0
. , = u,v, — 0.
v, est bornée
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6. { u"_”, = upv, — .
Uy — 1

7. { tn = | :>i—>

~|

1#0
Uy —> |
8.8 vy ol =t L
' #0,
Démonstration. Les démonstrations se font avec la définition.
1. soite > 0,IN € N,Vn > N = |u,—1| <e.Orona ||u,|—|l|| <|up—I|. DoncVn > N = |ju,|—|l|]| < e.
2. Soit € > 0,IN € N,Vn > N = |u,| <e. Or on a ||uy| — 0] < |u,| = |u, — 0]. D’olt 'équivalence.
3. Soit € > 0,3IN; e N,Vn > Ny = |u, — ] <e/2 et ANy € N,Vn > Ny = |v,, — I'| < ¢/2. Posons N =
max (N1, Na), et sachant que |u, +v, —((+1')| < |uy =l +|vn—U],onaVn > N = |u,+v, —1-1'| <e.
4. Soit £ > 0,3IN € N,n > N = |u, —I| < 5. Done, n> N = [Au, — M| < (5 <e.
5. (vy,) est bornée donc IM € R tel que Vn € N, |v,| < M. Soit € > 0,IN € Nyn > N = |u,| < 75—

[M[+1°
[Mle
Donc Vn > N = |u,v,| < T S €

6. on a upv, = (u, —1)v, + lv,. D’apres 4) on a lv, — [I'. D’autre part, on a u,, — — 0 et v, est bornée
car convergente donc d’apres 5) (u,, — l)v, — 0. Donc u,v, — Il

7. v, = I' = |v,| — |I'|. D’autre part, comme [I'| > 0, IN; € Nyon > Ny = |v, = U] < % Donc on

obtient n > Ny = |v,| > Ll

1) _ Jon=l| 2
5 - <
résultat.

1
En outre |E — vl = ol = "2

|vp, = U']. Or |v, —I'| = 0 d’ou le

8 Un — g x L oru, —1et % — ll, d’ou le résultat.
n

Up, Uy,

O
= Remarque. Les quatre formes indéterminées sont co — oo, 0 X oo, % et 2.
Exemple 1 : u,, =n? = 400, v, = —n — —00 et u,, + v, — +00.
Exemple 2 : u, =n+1— +00, v, = —n — —oo alors u, + v, — 1.
Exemple 3 : u, =n+ (—1)" = 400, v,, = —n — —o0 alors u,, + v, n’a pas de limite.

b

& Exemple. La suite de terme général (—1)"/n tend vers 0 et celle de terme général (—1)" n’a
pas de limite. De méme la suite n/(—1)" n’a pas de limite.

3.2.5 Q@ est dense dans R

Soit A C R. On dit que A est dense dans R si tout élément de R est la limite d’une suite d’éléments de A.
Le lecteur est invité a vérifier que cette définition correspond a celle donnée page 12 pour le cas ou A = Q.

3.2.6 Suites de Cauchy
Definition 3.19. La suite u est de Cauchy si

Ve >0,3N € N,¥n > N,¥p > N = |u, — up| < c.

% Exercice. Ecrire la négation de la définition.
Théoréme 3.20. Une suite réelle est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

Démonstration. au programme : si elle est convergente vers [ alors elle est de Cauchy. soit € > 0, il existe
N € Ntel que n > N,= |u,, — [| < &/2. Ainsi, en utilisant I'inégalité triangulaire on a ¥n > N,Vp > N, on
a |un — up| < |up =1+ |up, — 1] <e.

O

= Remarque. Pour montrer qu'une suite diverge, il suffit de montrer qu’elle n’est pas de
Cauchy.
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n

. 1
% Exercice. Montrer que la suite de terme général u,, = Z T est divergente.
k=1

n
y 1
% Exercice. Montrer que la suite de terme général u,, = g 72 converge INDICATION
k=1

3.3 Cas des suites monotones

3.3.1 Borne supérieure, borne inférieure dans R

Definition 3.21. La borne supérieure de A C R, notée sup A, est le plus petit des majorants et la borne
inférieure de A C R, notée inf A, est le plus grand des minorants.

= Remarque. Majorants et minorants ont été définis page 12.

B Attention ! Le sup n’est pas forcément le plus grand élément, car par définition le plus
grand élément d’un ensemble doit appartenir a I’ensemble.

Par exemple, Pensemble A =]0,1[ admet —1, 0 comme minorants et la borne inférieure est 0 et elle
n’appartient pas a A. D’autre part, 10, 4 et 1 sont des majorants et la borne supérieure est 1. Un autre
exemple, A =] — 00, a] n’a pas de minorant donc n’a pas de borne inférieure et a une borne supérieure a qui
est dans A qu’on appelle aussi maximum.

% Exercice. Soit A et B deux parties non vides majorées de R. Montrer que :
1. AC B=sup A4 <supB.
2. AU B est majoré et déterminé sup(A U B).
3. A+ B est majoré et déterminé sup(A4 + B).

Propriété caractéristique de la borne inférieure
Soit A un sous-ensemble de R.

m est un minorant,

m = inf A <
{ Vae Am<a,3d’ € Am<ad <a.

Propriété caractéristique de la borne supérieure
Soit A un sous-ensemble de R.

M est un majorant,

M—supA<:>{ Vaec A,a< M,3d € A,a <d < M.

3.3.2 Propriété caractéristique de R

Théoreme 3.22 (Admis). Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure et toute partie
non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

% Exercice. Pour A et B parties de R, on définit A+ B = {z +y|z € A,y € B}.
e A=[0,1[,B={1}; AUB=?, A+ B="
e On suppose que A et B admettent un plus grand élément. Montrer que A + B admet un
plus grand élément et que max(A + B) = max A + max B.
Maintenant on suppose que A et B sont majorées.
e Montrer que AU B et A 4+ B sont majorées.
e Mountrer que sup(A + B) =sup A+ sup B
e Que peut-on dire de sup(AU B)?
e Est-ce que sup(A N B) = min(sup 4,sup B) 7
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% Exercice. Soit E C [0, 1] et f une application de E dans E. Justifier Pexistence de f(sup A)
et de sup f(4) VA € P(E) non vide.

Théoréme 3.23. 1) Toute suite réelle croissante et majorée est convergente.
2) Toute suite réelle décroissante et minorée est convergente.

Démonstration. Supposons que (u,) est croissante et majorée. {u,, n € N} est une partie non vide et majorée
de R. Elle admet donc une borne supérieure [ d’apres le théoreme 3.22. Soit € > 0. En utilisant la propriété
caractéristique de la borne supérieure, on sait alors qu’il existe N € N, [ — ¢ < uy < [. Comme la suite est
croissante, Yn > N, u, > uy donconavn > N, l—e<wu, <I<l+e= |u, -] <e. O

Théoréme 3.24. 1) Toute suite réelle croissante et non majorée tend vers +oo.
2) Toute suite réelle décroissante et non minorée tend vers —oo.

Démonstration. 1) : soit A >0, AN € N, uy > A. Comme la suite est croissante, Vn > N, u,, > uy > A. 2)
se fait de la méme facgon. O

3.3.3 Suites adjacentes

Definition 3.25. Deuz suites u et v sont adjacentes si ['une est croissante, l'autre décroissante, et la suite
(u —v) converge vers 0.

Proposition 3.26. Si deux suites u et v sont adjacentes, alors elles sont convergentes et ont méme limite.

Démonstration. Supposons que (u,,) est croissante et (v,,) est décroissante. Soit w, = v, — Up, ON & Wy 41 —
Wy = Upt1 — Up — (Upt1 — up) < 0. Donc la suite (w,,) est décroissante et tend vers 0. Donc cette suite
est positive. Ainsi Vn € N, u, < tpq1 < vpy1 < v,. Ainsi la suite (u,) est croissante et majorée par vg.
Donc elle converge vers . En outre (v,,) est décroissante et minorée par ug donc elle converge vers I’. Or
Up — v, — 0, donc [ = 1’. On remarque aussi que Vn € N,

Un, S Un+1 S l S Un+1 S Un.

Théoréme 3.27 (Théoreme des segments emboités). Soit a et b deux suites tels que

vneN, a, <b,
Vn € N7 [an+1a bn+1} - [any bn]
by, —a, — 0

alors il existe un réel | unique tel que

ﬂ [an, bn] = {1}

neN

B Attention ! Le théoréme n’est vrai qu'avec des intervalles fermés.

Démonstration. Les suites a et b sont adjacentes et ont donc une limite commune (unique) I, et on a ¥n €
N, a, <1 < b,. Ainsi {I} C [),cy- Réciproquement, soit x € (), cy[an,bn] (U'intersection est non-vide
puisqu’elle contient 7). Alors Vn € N, on a a, < x < b, et par passage & la limite on obtient | < x <, donc
x =1, ce qui signifie que (), oy C {I}. O

3.3.4 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

suite convergente.

Théoréme 3.28 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). De toute suite réelle bornée, on peut en extraire une
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Démonstration. On va procéder par dichotomie. Soit (u,) une suite bornée, on va construire par récurrence
deux suites a,, et b, adjacentes puis une extractrice o telles que ¥n € N, wy(n) € [an, by].

Comme (u,,) est bornée il existe (ag,by) € R? tel que Vn € N, ag < u,, < by. Montrons pour tout n, la
propriété P, suivante : il existe deux suites a,, et b, tel que :

an < by
{keN, u E [an,bp]} est infini
b’I’L — Qan 2n (bO )

Pour n = 0 la propriété est vraie. Supposons que P, est vraie pour un certain n. Considérons le milieu
my, = % de [an,by]. 1l est clair que 'un des deux intervalles [a,,, m,] ou [m,,b,] est tel que ’ensemble
des k tel que uy soit dans cet intervalle est infini. Il existe donc (an+1,bn+1) tel que

Gp41 < bn+1
{keN, u € [anﬂ7 n+1]} est 1nﬁn1

bpi1 = any1 = 5(bn — an) = 57 (bo — ao).
On définit une extractrice o de la fagon suivante :
a(0) =0,
Vn € N, 3k € N tel que { k> a(n)

Up € [an, bu] et on pose o(n + 1) = k.

On a ainsi construit deux suites a,, et b, et une extractrice o telles que

vn? a’n S bn)

n, [an-&-labn-&-l} - [anabn]a
vn, b, —a, — 0,

Vn, Ug(n) € [an, by

D’apres le théoreme des segments emboités, il existe [ € R tel que Nyenlan, by] = {1}. Donc Vn € N, |ug () —
I| < (bp —an) — 0.

% Exercice. Soit k un réel tel que 0 < k < 1. Soit (uy,), une suite telle que pour tout n € N
on ait
|un+2 - un+1| < k|un+1 - un|
1. Démontrer que |up41 — upn| < k™|ur — up| pour tout entier n > 0.

2. Démontrer que si p et g sont deux entiers tels que p > g > 0 alors

|u1 — uo|

_ <kq
|'LL uq| 1—k

3. En déduire que la suite (uy,), est une suite de Cauchy.

3.4 Exercices

Exercice 3.1. Soit u et v deux suites bornées et A € R. Montrer que u + v et Au sont bornées.

Exercice 3.2. Ecrire  Daide de quantificateur les propriétés suivantes :

a) La suite u est positive & partir d’un certain rang.

b) La suite u est constante & partir d’un certain rang. Comment s’appelle une telle suite ?
c) La suite u est croissante a partir d’un certain rang.

Exercice 3.3. Donner un exemple de suite :
a) Croissante et majorée.

b) Ni croissante, ni décroissante.

¢) Ni majorée, ni minorée.
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d) Croissante, non strictement croissante ni stationnaire.

Exercice 3.4.
a) Ecrire la définition de “la suite u est divergente”.

1
b) Montrer a l'aide de la définition de la limite que la suite de terme général — converge vers 0.
n

Exercice 3.5. Soit u la suite définie par u; = 0,9, us = 0,99, ug = 0,999, uy = 0,9999, ...

a) A quoi est égal |u, — 1|7

b) Montrer que la suite (un)nen tend vers 1.

c) On note souvent 0,9 le réel 0,99999999 ... Donner une définition rigoureuse de ce nombre. A quoi est-il
finalement égal ?

d) Montrer que la suite u tend vers 1~ (i.e 1 par valeur inférieure). Existe t’il un réel qui s’appelle 1~ ?

e) A quoi est égal 0,37

Exercice 3.6. Etudier la convergence des suites de termes généraux suivants.

1 2
a) (1t e)n—vVn2—n i) sin(=20)
n f) vVn(n+a)—n,aeR E(nz)
b) n . nm J)
n+1 ) —sin — n
1 8 3
c) - 5 K) cos(nf)
n?+1 h) sin“n — cos® n o
d)y n
n?+1

Rappel : sin(kr) =0,k € N, sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

1 1
Exercice 3.7. Soit A = {+C05n|n € N*}.
n

. . ., . 1+cosn . o
a) Soit u la suite de terme général ———— n > 1. Est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?
n

b) Montrer que A admet un max.
c¢) Calculer inf A. Existe t-il un min ?

Uy, + Un

Exercice 3.8. Soit ug et vg deux réels tels que ug < vg. On définit les suites u et v par u,41 = — et
Up + 20 PR .
Upg1 = % Montrer que 4, < tUp41 < Un41 < vpn. En déduire que ces deux suites convergent et ont la
méme limite.
Exercice 3.9. Montrer que
1 1
Nl1-=2+=| =12
n n
n>1
n
Exercice 3.10. Montrer que la suite de terme général Z — ne converge pas.
p=1
Exercice 3.11. Etudier la convergence des suites de termes généraux
.onm
a) sin —
) 7
nmw nmw 1
b) sin (—) + cos (—) 14—
) 7 5 n
. : . o an + by
Exercice 3.12. Soit a et b les suites définies par ag,by > 0, an41 = — bn+1 = Vanb,. Montrer

que ces suites sont adjacentes (montrer que Vn > 1, b, < a,, que b et a sont respectivement croissante et
décroissante, puis qu’elles convergent vers une méme limite).

Exercice 3.13. Soit a,, une suite de réels positifs telle que :
VmeN, VneN, apin<am+a, a=0.
a) Soit p € N* montrer par récurrence que

VneN, app < nay.
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On rappelle que pour deux entiers naturels non nuls n et p quelconques, il existe deux entiers naturels g et
rtelsquen=pg+ret0<r<p-—1.
b) Montrer que

VneN*, VpeN', 3FgeN, Ire{0,...,p—1}, a, <qa,+a,.

¢) En déduire que
VneN', VpeN, Frefo,..p-1}, L<lz il
n p n

et donc que
ap max{ag,...,ap—1}

P n

d) Justifier que I’ensemble {%’“ | ke N*} admet une borne inférieure qu’on notera A.
Dans les deux questions qui suivent, € désigne un réel strictement positif fixé.

Yn € N*, Vp e N*, n <
n

e) Grace a la caractérisation d’une borne inférieure, montrer qu’on peut trouver p € N* tel que
a €
L <X+ -

p 2

f) En déduire que, pour ce p, on a

Wne N, A< an <)\+E+max{ao,...,ap,1}.
n 2 n

g) Montrer que lim n .

n—+oco N

Exercice 3.14. Déterminer la limite des suites suivantes :

—1 mn _ 3n+1
Un:\/ﬁ s Vo=ne™, Up = ——5—,
Vn+1 52n
1+n n2+ (=1)"y/n
W,=In(——), T, = ——————.
n( n2 ) 2n+1
Exercice 3.15. Soit U, définie par Uy = 1 et Upyq = 5[[]]"_:?. En considérant la suite V,, définie par
Vi = %, pour n € N, étudier la convergence de (U, ). (Indication : calculer V,,41.)

Exercice 3.16. Soit a un réel différent de 0 modulo 7. On pose

. a a
Pn = SIIl (W) H?:l COS ?
Préciser la nature de (p,,) et 'exprimer en fonction de n. (Indication : utiliser la relation sin(2x) = 2sin z cos x.)
Exercice 3.17. Pour tout n € N*, on pose

1 1 1
Up=—+——F+ -+ —F+.
Tonon+ VI n+yn
Montrer que U, est convergente et calculer sa limite. (Indication : trouver un encadrement et utiliser le
théoréme des gendarmes.)

E(nx)

Exercice 3.18. Pour x € R, déterminer lim,,_, | o, . (Indication : utiliser E(y) <z < E(y) + 1.)

Exercice 3.19. Soit u, = cos% X +++ X COS 2% Etudier la convergence de cette suite et calculer la limite

éventuelle. (Indication : utiliser la relation sin(2z) = 2sinx cos z.)

Up+Vy
2
Vo = bet Voy1 = /Upt1V,. Montrer que ces deux suites ont la méme limite et la calculer en posant
cosa = %. (Indication : montrer par récurrence que U, < V,, puis que U, est croissante V,, décroissante et

qu’elles sont adjacentes. Montrer que U,, =V}, cos 55;.)

Exercice 3.20. Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. On définit les suites Uy = a et Upy1 =

Exercice 3.21. Soit (uy) une suite telle que (uzy, ), (u2n+1) et (usy) convergent. Montrer que (uy,,) converge.
(Indication : faire intervenir les suites extraites ug, et ugn+3.)
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Exercice 3.22. Soit (u,) une suite convergente vers [, on pose v, = %HZ(TJL up, montrer que v, est
convergente et a méme limite I, (moyenne de Césaro). (Indication : traduire la convergence de la suite u,
vers | : Ve > 0,3ng € N..., * puis découper la somme qui définit v, avec l'entier ng introduit dans la
définition en deux sommes et étudier la limite de chaque somme.)

Exercice 3.23. Soit (u,) une suite convergente vers [, on pose v,, = %, montrer que v, est convergente.
(Indication : faire intervenir w,, = f—flv" ; traduire que u,, tend vers [ ce qui introduit un entier ng et calculer

pour n > ng une majoration de |w, —I|. En déduire la limite de v,.)

an

Exercice 3.24. Soit (a,) une suite et on suppose que limy 1 oo(@ny1 — an) = 1; déterminer lim,, , 4o %

. [e 2 o1 . ;s s . .
et lzmn_H_oo%; on utilisera les deux exercices précédents. (Indication : poser u, = apt1 — a, €t v, =
ZS pup )
n2

1 n : I
3T oo Up- Puis poser v;, =



Chapitre 4

Nombres complexes

4.1 Le corps C des complexes

4.1.1 Definitions
Les nombres complexes sont par définition les points (x,%y) € R? pour lesquels on définit
(@, 9) + (@"y) = (@ + 2",y + )

(z,y) x (2',y) = (z2’ —yy', 2y’ + ya')
On note aussi

—(@,y) = (-2, —y).
L’ensemble des nombres complexes (c’est-a-dire R? muni de ces opérations) est noté C. On va considérer
les éléments de C comme des “nombres” z plutdt que comme des couples (z,y). On notera :

0=(0,0),1=(1,0)
Comme Q et R, C a une structure de corps commutatif, c’est-a-dire qu’il vérifie les propriétés suivantes.
Proposition 4.1. Si 2,2/, 2" sont trois nombres complexes, alors
z24+0=0+2==2
2+2 =24z
2+ (Z+2)=(z+2)+ 2"
z4+(=2)=(-2)+2=0
zxl=1xz=z
ex 7 =2 xz
(zx 2 )y x 2" =2x (2 x2")
X (2 +2 )y =z2x2 +2x2"

1 1
Si z # 0, alors il existe un unique nombre complexe, noté —, tel que z x — = — x z=1
z z oz

ey : S 1 _
% Exercice. Si z = (x,y), montrer que - = (ﬁ, —ﬁ)
On note
i=(0,1),
et on a donc
ixi=(0,1)x (0,1) =(-1,0)
ce qui s’écrit
2= —1|
La multiplication et ’addition de (z,0) et (2’,0) coincident avec celles pour z et 2/, donc on peut identifier
R avec 'ensemble des nombres réels de la forme (x,0), et on a R C C.
Les nombres complexes de la forme (0,y) sont les imaginaires purs. L’ensemble des imaginaires purs est
noté iR.
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4.1.2 Forme algébrique des nombres complexes

Proposition 4.2 (Forme algébrique des nombres complexes). Tout nombre complexe z s’écrit de fagon
unique sous la forme
z=x+1y,zr € R,y e R.

Démonstration. On a z = (z,y) = (x,0) + (0,1) x (y,0), d’ott le résultat d’apres les conventions de notation
ci-dessus. O

On appelle z affize du nombre complexe, x est la partie réelle de z, notée Re(z), et y est la partie
imaginaire de z, notée Im(z).

1 Remarque.

Re(z) et Im(z) sont des nombres réels.

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme
partie imaginaire.

La multiplication devient z x 2’ = (z + iy) x (&' +iy’) = za’ — yy’ + i(zy’ + ya').

Le conjugué de z = x + iy est Z = x — iy. On vérifie facilement que

Le module de z est le réel positif noté |z| et défini par

lz| = Va2 +y2 = V2z.

Si z est un réel, le module de z est la valeur absolue de x.

& Attention ! On ne peut pas comparer deux nombres complexes avec <, >, <, > (en particulier
un nombre complexe n’est ni positif ni négatif). Mais on peut comparer le module de deux nombres
complexes.

Lemme 4.3 (Inégalité triangulaire). 1. |z + 2/| < |z| + |#/],
2. Izl 11l < |z - 2.

% Exercice. Vérifier que

27" + 72 = 2Re(27),
2] > [Re(2)] > Re(z).

Démonstration. 1.

|z + 2|2 (z+2)Z+7)
|2 4 2Re(22") + |2/ |2
f? + 2177 + |22

|2? + 202ll2| + |7 = (|| + |2'])*.

A\

2. La preuve est la méme que dans le cas réel (Exercice 1.2.2 page 11).

% Exercice. Donner une interpretation géométrique de Re(2), Im(2), |z[,Z,z — z + a.x.
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4.1.3 Remarque sur les suites complexes

Une suite complexe est une fonction u : N — C, que 'on note (up)nen. On dit qu’une suite complexe
(tn)rn est convergente vers | € C si et seulement si

Ve>0,INeN,VvneNn >N = |u, — | <e.

l s’appelle la limite de la suite, et on note u,, — [. La partie réelle et la partie imaginaire d’une suite complexe
sont des suites réelles. On utilisera le résultat suivant.

Proposition 4.4. Une suite complexze converge vers | € C si et seulement si (Re(uy,)),, converge vers Re(l)
et (Im(uy,)), converge vers Im(l).

n

4.2 Exponentielle complexe

Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Definition 4.5. La forme trigonométrique d’un nombre complexe z est l’écriture de z sous la forme
r(cosd + isin6).

Si on introduit [’exponentielle complexe

e = cosf +isinf ‘ (4.1)

la forme trigonométrique s’écrit aussi z = re'.

1w Remarque. Deux complexes re’? et e’ sont égaux si et seulement si r = ' et § =
a+ 2kw, k € Z. On a aussi

T . 1 ; Y
% Exercice. Montrer que —5 = e 0 = ¢if
e

% Exercice. Mettre z = 2 + 2i sous forme trigonométrique.

On obtient directement les formules d’Euler :

= ———— sinf =
cos 5 ,sin %

Proposition 4.6. Soit z un nombre compleze différent de 0. Alors il existe r >0 (doncr e R...) et § € R
tels que

z=re?. (4.2)
Idée de démonstration. Un nombre complexe est un point du plan de coordonnées (x,y). Or tout point du

plan est aussi uniquement défini par sa distance a l’origine (qui est le nombre r) et ’angle entre le demi-axe
0z et le vecteur 0z. O
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rsind

1w Remarque. On ar = |z|.
Lemme 4.7. 1. ¢9¢i® = ¢il0+0) 2 % — ¢i(0—¢)
o

Démonstration. 1. Utiliser (4.1) et identifier cos(f + ¢) et sin(6 + ).

1 ) 0 ) )
2. On a vu que prri e ", donc = e?e% et il ne reste plus qu’a utiliser le résultat ci-dessus.
e
O
w Remarque. On appelle le 6 dans Pécriture (4.2) 'argument de z, et on le note arg(z).
L’argument d’un nombre complexe n’est pas unique : pour tout k € Z
el — | x it — p2kmi i _ i(0+2km)
Par exemple, i = ¢™/2 = ¢=37/2,
Dans le plan, un nombre complexe z est situé sur la droite passant par 0 de coefficient directeur
%g Z;, et ce nombre est aussi la tangente de €, argument de z. Donc tout nombre complexe z
non nul adment un unique argument, arg(z), dans 'intervalle | — 7, 7), et qui vérifie
Im(z)
tan(arg(z)) = .
(ar9(:)) = R
Cet argument est ’argument principal de z.
Proposition 4.8. On a la formule de Moivre : pour n € Z
(eié))n — einG
qui s’écrit aussi
’ (cos + isin @)™ = cos(nh) + isin(nd) ‘
Démonstration. Récurrence sur n en utilisant le lemme précédant. O

4.2.1 Exponentielle d’un nombre complexe

Si z = x 4 iz est un nombre complexe, on définit

La premiere exponentielle est ’exponentielle usuelle (voir page 50), la seconde est ’exponentielle complexe
introduite dans la définition 4.5.
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% Exercice. Pour z, 2z’ deux nombres complexes, montrer que

1. e#t% = ¢7e?

2. (e*)r =€

3. |e*| = eRe(@)

4. €% = €7,
1w Remarque. On a défini 'exponentielle complexe a 'aide de cos et sin, qui peuvent étre
définies de fagon géométrique. De méme les identités pour cos(a + b) et sin(a + b) peuvent A?tre
montrées de fagon géométrique, et on peut retrouver toutes les formules a partir de celles-ci.

Il existe une définition de I’exponentielle complexe sous la forme de “série entiere”

o0
Z i
— nl
ui sera étudiée dans un cours d’analyse plus avancé. La cosinus et le sinus sont alors définis &

partir comme la partie réelle et la partie imaginaire de 1’exponentielle complexe.

4.2.2 Linéarisation et opération inverse

Donnons deux applications :
— Linéarisation : il s’agit d’écrire cos™(6) ou sin”(0) en fonction de sin(nf) et cos(pf) en utilisant la
formule d’Euler et la formule du bindme :

(a+b)" = z”: (Z) akpnk,

k=0

Il s’agit ensuite de rassembler les termes des extremités de méme puissance.

—i«9>3

(€)% +3(e)2(e™) + 3(e ) ()2 + (71)°)

{ Exemple.

cos®l =

g
8
é( 31(7‘_|_€ 310 3(ei6_~_€7i0))
Lo
4

0s(30) + g cos(6).

— Opération inverse : exprimer cos(n#), sin(pd) en fonction de puissances de cos et sinf. On utilise la
formule de Moivre.

¢ Exemple.

cos 30 = Re((cos 0 + isin §)*) = cos(36) — 3 cos(#) sin(26).

4.3 Equations a coeflicients complexes

4.3.1 Racine n-ieme d’un nombre complexe
Definition 4.9. Soit Z € C. Les nombres complexes z tels que 2™ = Z sont appelés racines n-iemes de Z.

Pour les calculer, la méthode consiste & écrire Z sous forme trigonométrique Z = Re®, on cherche alors

2z = re'® solution de
(Teza)n _ Rez&

ce qui est équivalent d’aprés la formule de Moivre & :

r:R% et nao = 0 + 2km.
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Ainsi, on a

r=Rw eta:QJr%—ﬂ VkE=0,n-—1
n n

(pour k = n on retrouve le méme résultat que pour k = 0, pour kK = n + 1 le méme que pour k = 1).

Definition 4.10. Les racines n-iemes de 'unité sont les nombres complezes tels que z™ = 1.

On pose z = re'®, d’ot (re!®)" = ei27

I'unité sont les n complexes

,s0it r=1et a= 2kT'”,‘v’k = 0,n — 1. Donc les racines n-iemes de

2ikm

zr=¢en ,k=0,1,...,n—1

et géométriquement ce sont les sommets du polygone régulier a n cotés sur le cercle trigonométrique. Par
2im g

exemple les racines cubiques sont j = e, 52 et j.

1—2"

La somme des n racines n-iemes de I'unité vaut 0 car S = 1+ 2z 4+ 22 + .- + 2" = — = 0 avec
247
z=e€e"n #1.

% Exercice. Résoudre z° = 4v/2 + 4iv/2.

4.3.2 Calcul des racines carrées d’un complexe

Soit Z = a+ib € C, (a,b) € R2, on cherche z tel que 2? = Z. On écrit z = z + iy, (z,y) € R% On a alors
le systeme a résoudre
22 —y? =a,
2zy = b,
2? +y? = Va? + b2

& Attention ! Si z est une racine carrée de Z alors la deuxieme est —z! Dans le cas réel on
appelle la racine carrée celle qui est positive. Dans le cas complexe, c’est impossible de faire un
tel choix (pourquoi?). En particulier, on ne note jamais /.

% Exercice.

1. Calculer les racines carrées de 1.

2. Calculer les racines carrées de Z = —3 + 4i.

4.3.3 Equation du second degré

On veut calculer les solutions de az? 4+ bz + ¢ = 0. On calcule le discriminant qui est le complexe
A = b? — 4ac puis une racine carrée § de A (62 = A). Les solutions sont alors
_ —b—4 _ —b+9

z21 = z22 =
2a ' 2a

B Attention ! A est un nombre complexe, donc il n’a pas de signe!

% Exercice. Résoudre dans C, 22 —32+3—i=0.

4.3.4 Théoréme fondamental de 1’algebre
On admet de résultat suivant
Théoréme 4.11. Tout polynéome a coefficients complexes de degré > 1 admet une racine complexe.

Cet énoncé signifie qu'une équation de la forme
Az + an12" P+ tajz4+ap=0

admet toujours une solution complexe. C’est faux si on reste dans les réels : 22 + 1 = 0 n’a aucune solution
réelle. On a vu que le théoreme est vrai pour les polynémes de degré 2.
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Corollaire 4.12. Si P est un polynéme complexe de degré n > 1, alors il s’écrit
a1y (2 — 2x)

ou les z, sont les solutions de P.

4.4 Exercices

Exercice 4.1.

a) Montrer que A = (1 + 2¢)(2 — 3i)(2 +4)(3 — 2i) est réel.

b) On donne z = 3 — 2i. Déterminer les parties réelle et imaginaire de l'inverse de z.

c) Résoudre dans C les équations (14 2i)z — 3+ 5i =0, 22 + 3z = 5, 2% + 2|2|> =3 = 0.
Exercice 4.2.

a) Calculer le module et argument de 1+ iv/3, 2i(1 +i)(1 +iv/3), %

b) Calculer (%)2010.

c) Calculer le module et 'argument de z = 1%1/? En déduire 2°.

d) Montrer que |z| =1 si et seulement si z = 1/z.

Exercice 4.3. Calculer les racines sixieémes de ['unité.

Exercice 4.4. Calculer le module et ’argument des nombres complexes suivants :
ie?, 14 e e (0, ac|0,27]).

Exercice 4.5. Montrer que (—1 + )10 = —32i.

Exercice 4.6. Représenter dans le plan complexe les ensembles suivants :
a) Ay ={z€C; |z|] =3}.

b) Ay ={z € C;arg(z) = n/4 + 2km, k € Z}.

c) A3 ={z€C; z—z=2}.

d) Ay ={z€C; Ef =1}

e) As={z€C; z2+z=2|z—1[}.

Exercice 4.7.
a) Calculer les racines carrés de —7, 8i, —2i, 1 — i, —3 + 4.

b) Résoudre dans C les équations suivantes

i) 22-22+5=0.

i) 22+ (4—6i)z2 —5—14i = 0.

i) 24 — (5 — 14d)22 — 2(5i + 12) = 0.

iv) 22" — (2cos8(¢))2" +1=0, (¢ €R, neN).
¢) Montrer que I’équation (FE)

23+ 9i22 +2(6i — 11)z — 3(4i +12) =0

admet une solution réelle et une solution imaginaire pur, puis résoudre (E). Montrer que les points dont les
affixes sont les solutions de (E) sont alignés.

d) Quels sont les nombres complexes dont le carré est égal au conjugué.
e) Déterminer les nombres complexes non nuls z tel que z, 1/z et 1 — z aient le méme module.

Exercice 4.8.

a) Soit z un nombre complexe. Notons A, B et C les points du plan d’affixes respectives z, 22 et z3. Quel
est 'ensemble des points A tel que le triangle soit rectangle en A.

b) Quel est I'ensemble des points M d’affixe z tels que M soit aligné avec les points d’affixes i et iz.
Déterminer le lieu des points B d’affixe iz correspondant.

Exercice 4.9.
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a) Exprimer en fonction de cosf et sin 6
cos(20), sin(26), cos(36), sin(60).

b) Linéariser
cos? 0, sin® 0, sin 6, (sin? 0)(cos>6).

Exercice 4.10. Soit z; = 1+ et 29 = /3 —i.
a) Calculer les modules et arguments de z; et z.
b) Donner la forme algébrique et trigonométrique de z 2.

¢) En déduire les valeurs exactes de cos(%5) et sin(

12) 12)

Exercice 4.11. Calculer les racines 4-iémes de —1 et les racines 5-ieémes de \};lz

Exercice 4.12. Smt w une racine n-itme de 'unité différente de 1 et S =37, (k + 1wk
a) Calculer Zk o w”

b) En déduire que S = ZZ;Ol kwk.

c) Calculer wS, en déduire la valeur de S.

Exercice 4.13.

a) Résoudre dans C, 2° — 1 = 0 et représenter les solutions dans le plan complexe.

On pose u = e

b) Montrer que 1+ u + u? + v + u* = 0.

c¢) Vérifier que
2
u + ud = 2 cos (;) ,

4
u2 + u3 = 2cos (;) .
4m

d) En déduire que cos (%") est solution de I’équation 422 + 22 — 1 = 0, puis calculer cos (?ﬂ) et cos (?)



Partie I1. Fonctions d’une variable
réelle






Chapitre 5

Limite et continuité

5.1 Généralités sur les fonctions

Nous savons qu’une fonction f de R dans R n’est pas forcement définie sur R tout entier mais sur un
sous ensemble appelé domaine de définition noté parfois Dy. Par exemple f(z) = % est définie sur R*.

Si f et g sont deux fonctions de £ C R dans R, on peut définir de nouvelles fonctions :

— f + g est la fonction de F dans R définie par (f + g)(z) = f(z) + g(x).

— fg est la fonction de E dans R définie par (fg)(x) = f(z)g(x).

On peut aussi comparer f et g :

f<gevVreE, f(z) <g(z)
Definition 5.1. Soit f: R — R une fonction. Le graphe de f est le sous-ensemble de R x R

Gy ={(z,y) e Rx R,z € Dy;y = f(x)}.

% Exercice. Un des deux graphe ci-dessous n’est pas le graphe d’une fonction. Lequel ?
Pourquoi ?

I

Une fonction f est dite

— croissante siV(x,2") € Dy x Dy, x <2’ = f(z) < f(2),

— strictement croissante si V(x,2') € Dy x Dy, x < ' = f(x) < f(z'),

— décroissante si V(x,z') € Dy x Dy, x> 2’ = f(x) > f(2'),

— strictement décroissante si V(x,z') € Dy x Dy, z < 2’ = f(z) > f(2'),

— monotone si elle est croissante ou décroissante,

— strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante,
— magorée si AM € R,Vz € Dy, f(x) < M,

— minorée si 3m € R,Vx € Dy, f(z) > m,

— bornée si elle est a la fois minorée et majorée, c’est-a-dire IK € R,Vz € Dy, |f(z)| < K.
On dit aussi que

— f admet un minimum si 3x1 € DyVx € Dy, f(x1) < f(z). on note alors mian pour f(x1),
zeDy

— f admet un mazimum si 3xo € DyVa € Dy, f(x2) > f(x). on note alors m%xf pour f(z2),
r€Dy

— f admet un extremum si f admet un maximum ou un minimum.
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% Exercice. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction.
Exprimer a l'aide de quantificateurs les assertions suivantes :

1. “la fonction f s’annule”

“f est la fonction nulle”

“f n’est pas constante”

“f ne prend jamais deux fois la méme valeur”
“la fonction f présente un minimum”

“f prend des valeurs arbitrairement grandes” ou “f n’est pas majorée”

N ok W

“f ne peut s’annuler qu’une seule fois”

5.1.1 Composition

Soit f: T - Ret g: ' — R deux fonctions avec I,I’ C R. Si f(I) C I, alors on peut composer f et g,
c’est-a~dire qu’on définit une nouvelle fonction go f : I — R qui vérifie

(g0 f)(x) = g(f(x)).

5.1.2 Parité

Soit une fonction fI — R telle que I C R soit symétrique par rapport 4 0 : x € [ = —x € I. Alors on
dit que

— f est paire si f(x) = f(—x). Son graphe est alors symétrique par rapport a 'axe des ordonnées.

— [ est impaire si f(x) = —f(—x). Son graphe est alors symétrique par rapport & lorigine.

% Exercice. Donner des exemples de fonctions paires et impaires.

5.1.3 Fonctions usuelles
Valeur absolue et partie entiere

On a déja rencontré ces deux fonctions. La partie entiere est 'application

R —ZCR
x r—max{me€Zm<z} "’

La partie entiere de z peut aussi étre définie en disant que c’est I'unique entier relatif qui vérifie E(x) <
z < E(x)+1.
La valeur absolue été étudiée dans la partie 1.2, voire page 11.

R — R,

RE {x siz >0
x x| = .
—x siz <0

% Exercice. Les fonctions valeur absolue et partie entiere sont-elles bornées? majorées?
minorées ? paires ? impaires 7 croissantes 7 décroissantes 7 Dessiner leur graphe.

Logarithme et exponentielle

La fonction logarithme, notée In(.) est une fontion de R dans R. Elle est définie comme 'unique primitive
de la fonction x — 1/x qui s’annule en 1 (résultat admis dans ce cours). On a les propriétés suivantes, pour
T,y > 0:
In(1) =
(fcy) ( +In(y),
In(z/y) = ( ) —In(y),
In(z™) = nln(z), n € Z.
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La fonction exponentielle, notée exp(.) est définie comme 'inverse du logarithme : ¢’est 'unique fonction
de R dans R? qui vérifie

In(exp(z)) = x, exp(In(z)) = «.

On utilise la notation e* pour exp(zx).
On a les propriétés suivantes
e =1,
etV = e%eY,
r—y __ x
ety =e"/eY,

& Attention ! Ne pas confondre cette fonction avec 'exponentielle complexe introduite dans
la section 4.2.

g0x) = exp(x)

-6.0 () = Intx))

Fonctions puissance

Pour un a € R, on définit la fonction suivante

* *
R} — RY
T el In(z)

On utilise la notation 2% pour e®™®)  On a les propriétés suivantes

=1,z =2,
1° =1,

zy” = (zy)?,
l‘adfb — xa+b
(xa)b — xab
In(z%) = aln(x).

)
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+9.5 glx) = x

25 1\ = x~i-15) (kix) = x~(1/5))
1204\ (hix = x0)
+1.5 \\ \\ a e e — — —
+1:0 ey
e T e e
+1.0 +2.0 +3.0 +4.0 +5.0 +6.0 +7.0 +8.0 = 1»:9_0 L x
> (o —xam itx) = x~(-1/2)
X =x

Fonctions trigonométriques circulaires

Pour 6 € [0,27], le cosinus et le sinus sont définis respectivement comme l’abscisse et 'ordonnée de
I'unique point p sur le cercle unité centré en 'origine qui est tel que ’angle entre Op et ’axe des abscisses
est égal a 6. Le cosinus et le sinus sont étendus a tout R par périodicité :

cos(0 + 2km) = cos(0),sin(f + 2kw) = sin(0), k € Z.

Ce sont alors des fonctions définies sur R & valeurs dans [—1, 1].
La tangente est la fonction de | — 7/2,7/2[ dans R définie comme le rapport du sinus sur le cosinus.
Consulter 'annexe C page 91 pour certaines propriétés de ces fonctions.

tan(f) -
1
p
sin(@) 0 ‘
. 0
-1 0 cos(d) |1

-1
Fonctions trigonométriques hyperboliques
Le cosinus hyperbolique est la fonction suivante :
R — R}

cosh : . % (e + o)
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y +3.5
+3.5
+3.0
+3.0
+2.5
+2.5
+2.0
+2.0
+1.5
e
+1
+0.5
+0.5
2 +f
—3m. —-n 2 e
£
-10 -Lo
15 =k
2.0 =240
—255 -25
G =3.0
—%5 55
le sinus hyperbolique est
inh R —R
smhn . 1 xT —x\
r 5 (e"—e™?)
f(x) = cosh(x)
(x) = sinhix)
-9.0 -7.0 -5.0 -3.0 =110, +2.0 +4.0 +6.0 +8.0 X
0
=2.0
=30
—4.0
=5.0
-6.0
=7.0
-8.0
-9.0
et la tangente hyperbolique est
R —R
tanh : sinh(z)
cosh(z)
+1.0
-5.0 -3.0 -1.0 +1.0 +3.0 +5.0 +7.0
-1.0
=2.0

% Exercice.

Montrer que
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1. €* = cosh(z) + sinh(x)
2. cosh(z)? — sinh(z)? = 1
e?® —1

4. —1 < tanh(z) <1

3. tanh(x) =

1= Remarque. L’ensemble des (z,y) du plan tels que 22 —y? = 1 est une hyperbole, d’ot1 le nom
de trigonométrie hyperbolique, puisque cosh et sinh vérifient cette équation. De maniere analogue,
cos et sin vérifient 22 + y? = 1, qui est ’équation d’un cercle, d’ott le nom de trigonométrie
circulaire.

% Exercice. Montrer que
— cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b),
— sinh(a + b) = sinh(a) cosh(b) + cosh(a) sinh(b),

— cosh(2a) = cosh?(a) + sinh?(a) = fjﬁ%m,

— sinh(2a) = 2sinh(a) cosh(a) = 2 tanh(a)

1—tanh2(a)’
__tanh(a)+tanh(b)
- tanh(a + b) = m’
_ 2tanh(a)

— tanh(2a) = THtanh?(a)’

— cosh(a) 4 cosh(b) = 2cosh(%£2) cosh(252),
~ cosh(a) — cosh(b) = 2sinh(%$?) sinh(%52),
— sinh(a) + sinh(b) = 251nh(i) cosh(aT_b)7
— sinh(a) — sinh(b) = 2sinh(%3 )cosh(‘%"b).

5.2 Limites en un point et aux infinis

5.2.1 Définitions

Definition 5.2. Soit a € R. Un voisinage de a est un intervalle ouvert contenant a. Un voisinage épointé
de a est un voisinage de a auquel on a retiré le point a.

Par exemple, | — 1,0[U]0,1/2] et R* sont des voisinages épointés de 0.
Soit [ et a deux réels et f: V — R. On a les cas ou f admet une limite finie :

e Si V est un voisinage épointé de a, on dit que f admet | pour limite en a, et on note lim f(x) =1, si
r—a

(Ve >0,IneRVz eV, (lt—al<n=|fz) 1| <e).|

e On dit que f admet | pour limite en 400, et on note lim f(x) =1, si
T—+00

Ve>0,3JAeRVz eV, (x > A= |f(z) =1 <e).

e On dit que f admet | pour limite en —oo, et on note EIEI flx)=1,si
Ve>0,3IBeRVz eV, (z < B=|f(zx) -1 <e).

% Exercice. Ecrire la négation de “f admet [ pour limite en a” et illustrer cette phrase par
un dessin.

Il y a aussi les cas ou f admet une limite infinie :

e On dit que f admet +00 pour limite en a, et on note lim f(x) = 400, si
r—a

VAeR,IneR Ve eV, (lx —al <n= flx) > A).

e Si V est non majoré, on dit que f admet +0o pour limite en +00, et on note lirf f(x) = 400, si
r—r+00

VAeR,JA eRVx eV, (x > A" = f(z) > A).
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e Si V est non minoré, on dit que f admet +oo pour limite en —oo, et on note lim f(z) = +oo, si
r—r—00

VAeR,3IB' e RVx € V,(z < B' = f(x) > A).
e On dit que f admet —oo pour limite si —f admet 400 pour limite.
Proposition 5.3. Si f admet | et I pour limites en a alors | =1.

1z Remarque. La démonstration est la méme que dans le cas des suites (proposition 3.5 page 28).
On remarque que la notion de voisinage pour les fonctions joue un roéle analogue a celui de “a
partir d’un certain rang” pour les suites.

Proposition 5.4. Si f : V — R admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.
Si f admet une limite en +00, alors f est majorée.

“f bornée au voisinage de a” signifie qu’il existe un voisinage épointé V de a tel que la restriction de f
a V est une fonction bornée.
Ici aussi, la preuve est similaire & celle pour les suites (proposition 3.7 page 29).

5.2.2 Composition de limites

Proposition 5.5. Pour V,J CR, soit f:V — J, g: J >R et f(V) C J. On suppose que lim f(x) =b et
r—a

liml,)g(:c) = 1. Alors liin (go f)(z) =1L.

xr—r x a

Démonstration. Les hypotheses sur les limites de f et g s’écrivent

Ve>0,IneR Ve e V,(Jz —a| <n=|f(x) —b| <e), (5.1)
Vel > 0,30 eR,Vy e J,(ly—bl <n' = |gly) =1 <¢&).
En prenant € = 1/, et en notant que pour tout y dans la seconde équation il existe = tel que y = f(z), on
obtient le résultat demandé :

(5.2

Ve' > 0,3 eR,Vz €V, (jz —a| <% |f2) = b <e =1 E |g(f(x)) =1 < ).

5.2.3 Opérations algébriques pour les fonctions admettant une limite finie
Les énoncés et les preuves sont similaires a ceux pour les suites.

Proposition 5.6. Soit a € R et V un voisinage épointé de a, f,g:V — R, (I,I') € R%, A € R.
1. Si f(x) = 1 quand © — a alors |f(z)| — || quand x — a.
2. f(x) = 0 quand x — a <= |f(x)| = 0 quand z — a.
3.

{ f(x) =1 quand x — a = f(z) +g(x) = 1+ quand x — a

g(x) = U quand x — a

4. 8i f(x) = 1 quand x — a alors Af(x) — N quand x — a.

{ f(x) =1 quand v — a = f(x)g(x) = U’ quand x — a

g(z) = U quand ¢ — a

6. Siglx) =V, #0, quand  — a alors % — % quand z — a.
7.

f(z) =1 quand z — a Sl
{ glx) = U, I' £0, quand x — a = Y quand x — a

Proposition 5.7. Les résultats de la proposition précédente restent vrais si a est remplacé par 400 ou —oo.
% Exercice. Soit f,g: R — R, et [,I’ € R tels que lim f(z) = [ et lim = I’. Montrer que
z—0 z—0

}313}) max(f(z), g(z)) = max(l,1).
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5.2.4 Opérations algébriques pour les fonctions admettant une limite infinie

Proposition 5.8. 1. Si f(x) = 400 quand x — a et si g est minorée au voisinage de a alors f + g —
+o00 quand r — a.
En particulier,

_>

{g_ﬁfij = f+g— +oo.
_)

{£_>l+oo = f+g— +oo.

2. Si f(x) — +oo quand x — a et si g est minorée au voisinage de a par une constante > 0 alors
fg — +o0 quand x — a.
En particulier,

— 400

{§—>+oo = fg = +o0.
— +00

{£—>l>0 = fg — +o0.

5.2.5 Ordre et limite

Proposition 5.9. Soit a € R et V un voisinage épointé de a, f:V — R, l € R et (¢c,d) € R%. On suppose
que [ admet | pour limite en a.

1. i) Sic <l alors au voisinage de a, ¢ < f(x).
it) Sil < d alors au voisinage de a, f(x) < d.
iii) Sic <l < d alors au voisinage de a, ¢ < f(x) < d.
2. i) Sic< f(x) au voisinage de a alors ¢ <.
it) Si f(x) < d au voisinage de a alors | < d.
i) Sic < f(x) < d au voisinage de a alors ¢ <1 <d.
Démonstration. 1. i) Puisque f(z) =l et que [ — ¢ > 0, In; > 0 tel que pour tout x € V, |z —a| <
m=|flz) =1 <1/2(l—¢c)<l—c= f(x) >c
ii) Puisque f(xz) — l et que d—1 >0, Ine > 0 tel que pour tout z € V, |z —a| <ne = |f(x) = 1] <
1/2(d-1) <d—-1= f(z) <d.
iii) Prendre nn = min(n1,n2).
2. i) Au voisinage de a, on a pour € > 0 |f(x) — ] <, ce qui donne ¢ < f(z) <[l +e.

ii), iii) Comme i).

Proposition 5.10. Les résultats de la proposition ci-dessus restent vrais si a = +00 ou —oo.

B Attention ! Ne pas mélanger > et >!

Par exemple, on a pas ¢ <[ = ¢ < f(x) au voisinage de a, car on a pas ¢ = | = f(z) au
voisinage de a.

De méme, on a pas ¢ < f(x) = ¢ <[ au voisinage de a (prendre ¢ =1).

Corollaire 5.11. Si f(z) < g(x) au voisinage de a, alors lim f(x) < limg(z).

z—a z—a
& Attention ! On a pas (f(z) < g(z) au voisinage de a) = alcl_rgf(x) < alcl_rgg(x)
On résume souvent la situation en disant que “par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent
des inégalités larges”.
Théoréme 5.12. Soit a € R et V un voisinage épointé de a, f,g,h:V — R, [ € R.
f(x) =1 quand x — a
h(

x) =1 quand x — a = g(z) — | quand ¢ — a.
f(z) < g(x) < h(z) au voisinage de a

De plus, le résultat est toujours vrai si a = +00 ou @ = —0.
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Démonstration. Conséquence des résultats précédents. O

. E(1
% Exercice. Calculer lim M
a—0+ E(1/x) —x

5.2.6 Limites a droite et a gauche

e On dit que f admet | comme limite a droite en a, et on note lim+f(x) =1, ou encore lim f(x) =1, si
r—a T—a
>

Ve>0,I>0,VzeV,(0<z—-—a<n=|f(x) -1 <e).

e On dit que f admet | comme limite & droite en a, et on note lim f(z) =1, ou encore lim f(x) =1, si
r—a~ T—a
<

Ve>0,In>0,Vz eV, (—n<zxz—a< 0= |f(z) =] <e).

On vérifie facilement que

lim f(z) = ( lim f(z)=1let lim f(z) :z).

T—a z—at z—a~

En particulier, si une fonction f admet des limites différentes & gauche et a droite en a, alors f n’a pas
de limite en a.

" 1
% Exercice. Calculer les limites & gauche et a droite en 0 de z — —.
x

5.2.7 Etude de limite pour une fonction monotone

Théoréme 5.13. Soit (a,b) € (RU {—o0, +00})?, tel que a < b et f :]a,b[— R une fonction croissante.

1. Si f est majorée alors f admet une limite finie en b et im f = sup f(x).
z—b z€Ja,b|

2. Si f n’est pas majorée alors f admet +o00 pour limite en b.

Démonstration. 1. On suppose b € R. f(]a,b]) est un ensemble de R non vide et majoré. Donc il admet
une borne supérieure [ dans R.

Soit € > 0, l—e n’est pas un majorant de f(]a, b[) dans R, donc il existe y € f(]a, b]) tel que l—e < y < I.

Puis il existe £ €]a,b[ tel que y = f(§). On adonc Il —e < f(§) < l. Vx €la,b] tel que x > £, comme

f est croissante f(xz) > f(§) doncl —e < f(z) < I. En notant n = b — &, on a Vx €la,b| tel que
O<b—z<n=|f(x)-I<e

2. Soit A € R et f non majorée. Donc il existe £ €]a,b] tel que f(§) > A. Comme f est croissante,

Vo ela,b], £ < 7, on a £(€) < f(z) = f(z) > A
O

Proposition 5.14. Soit f : [a,b] — R croissante. Alors f admet en tout point de |a,b| une limite & gauche

et une limite a droite en xg et lim f < f(a) < lim f.

Démonstration. La fonction f est croissante et majorée par f(zg) sur [a, b]N] — 0o, zo[. D’apres le théoréme
précédent, f a une limite & gauche en o qui est SUP,¢(q 4] oo,ao[ £ (%) On montre que si f est croissante et
minorée par f(xo) sur [a,b]N]zg, +-oo[ alors f a une limite a droite en x qui vaut inf,c(q 5)nz0, 400 f(2). O
5.2.8 Limites usuelles

Fractions de polyndémes

Pourn,meN,0<n<m,0<p<gq,an #0,a, #0,b, #0,b; # 0, on considere

anx"™ + -+ apmz™
bpxp+...+quq ’

fz) =

Alors
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m

a
les limites de f en +o0o et en —oo sont celles de (les plus grandes puissances). Pour le voir il

qL

m
amT . o , e
suffit de mettre en facteur dans ’expression de f et d’utiliser le résultat sur les compositions

de limites (proposition 5.5 page 55).

la limite de f en O est celle de dn®

(les plus petite puissances). L’argument est analogue a celui
T
d’au-dessus.

Logarithme et exponentielle

Dans ce cours, on admet les résultats suivants :

lim In(z) = +oo, lim In(z) = —oc.
T—+00 z—0t
lim e* = 400, lim e® =0.
Tr—+0o0 T—r—00
En +o00, exponentielle est “plus forte” que n’importe quelle puissance, c’est-a-dire, pour a € R :

e x¢
lim — =400, lim — =0.
z——+oo % z——+o0 e¥
En +o00, n’importe quelle puissance positive de = est “plus forte” que le logarithme, c’est-a-dire, pour
a>0: u
In(z
lim (n@)) =0, lim2® In(z) = 0,
T—+00 T x—0

en particulier

In(z)

lim
r——+oco I

=0, limzIn(z) =0/
z—0

e Avec le chapitre sur les dérivées, on verra :
In(1 z 1
limmzl,lime =1
z—0 x z—0 x
Sinus et cosinus
sin(x 1 — cos(x 1
Proposition 5.15. 1. limg =1} 2. lim# =—
z—0 X z—0 x 2

Démonstration. 1. Prenons d’abord z €]0, 7/2[. Soit O lorigine, P le point (1,0), M le point sur le cercle

2.

unité correspondant & ’angle x, et I 'intersection de OM avec la droite verticale passant par P. On a
clairement que le triangle OPM est strictement inclus dans le secteur angulaire OPM qui est lui-méme
strictement inclus dans le triangle OPI. En calculant les aires correspondantes (aire d’un triangle = la
moitié de la base x la hauteur, aire d’un secteur angulaire sur le disque unité = la moitié de 'anglex),
on obtient

’sin(m) < x < tan(x) ‘

ce qui donne en particulier

sin(z)

cos(x) < <1

X

Comme cos(0) = 1, par le théoreme d’encadrement (théroeme 5.12 page 56), on obtient que la limite
A droite de Y

en 0 est 1. De plus cette fonction est paire sur R*, donc sa limite a droite en 0 est
x

égale a sa limite a gauche en 0, donc sa limite en 0 est 1.

Conséquence de 1) en écrivant

1—cos(z) (1—cos(x))(1+cos(z)) (1 —cos?(z))(1+cos(z)) sin®(z)

x? 22(1 + cos(x)) N 22(1 + cos(z)) — 22(1 + cos(x))

1y Clos(x) (Sinf))z




5.3 Fonctions continues 59

sin(3z

sin(3x) 3sin(333)

¢ Exemple. Pour calculer la limite en 0 de ), on écrit = . Le résultat

x x T
sur les compositions de limites (proposition 5.5 page 55) et la proposition précédente donnent
sin(3x sin(3x

( ):1,d’oi11im ( )=3

X x—0 x

que lim
x—0

5.3 Fonctions continues

5.3.1 Continuité en un point

Definition 5.16. Soit f : I — R et a € R. On dit que f est continue en a si f est définie en a et f admet
une limite finie en a qui vaut f(a) :

Ve >0,39n>0,Ve eI, (Jxr —al <n=|f(z) — f(a)] <e,

ou encore

lim f(z) = f(a).

r—a

% Exercice. Donner des exemples de fonctions non continues en 0.

Le résultat sur les limites indique que
Proposition 5.17. Si f est continue en a alors f est bornée au voisinage de a.

On dit que f est continue a droite en a si lim+f(x) = f(a), et f est continue d gauche enasi lim f(z) =
Tr—a r—a—

f(a). Bien siir, f est continue en a si et seulement si elle est continue & gauche et a droite en a.
Les deux propositions suivantes sont des conséquences immédiates des résultats analogues sur les limites.
Proposition 5.18. Soitac I, AeR, f,g: 1 — R.
1. Si f est continue en a, alors |f| est continue en a.
Si f et g sont continues en a, alors f + g est continue en a.
Si f est continue en a, alors Af est continue en a.
Si f et g sont continues en a, alors fg est continue en a.

Si g est continue en a et g(a) # 0, alors % est continue en a.

S NS

Si f et g sont continues en a et g(a) # 0, alors 5 est continue en a.

Proposition 5.19. Soient I et J deux intervalles de R, a € R, f: I - Retg:J = R, avec f(I) C J. Si
f est continue en a et g continue en f(a) alors go f est continue en a.

5.3.2 Continuité sur un intervalle

Definition 5.20. Soit I un intervalle ouvert et f : I — R. On dit que f est continue sur I si f est continue
en tout point de I.

% Exercice. Montrer que les fonctions constantes sont continues sur R.

Les propriétés de continuité en un point s’étendent immédiatement a la continuité sur un intervalle.

Proposition 5.21. Soitac I, AeR, f,g: I —R.
1. Si f est continue sur I alors |f| est continue sur I.
Si f et g sont continues sur I alors f + g est continue sur I .
Si f est continue sur I alors Af est continue sur I .
Si f et g sont continues sur I alors fg est continue sur I .

Si g est continue sur I et Va € I, g(x) # 0 alors % est continue sur I .

S Gt o

Si f et g sont continues sur I et Vo € I,g(x) # 0, alors % est continue sur I.

Proposition 5.22. Soient I et J deux intervalles deRa e€R f: T —sRetg:J—Rou f(I) CJ Sif est
continue sur I et g est continue sur J alors go f est continue sur I.
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5.3.3 Continuité sur un intervalle fermé

Une application est continue sur un intervalle [a, b] si elle est continue sur ]a, b[, continue & droite en a et
continue a gauche en b.

% Exercice. Soit E la fonction partie entiere.
1. En quels points E est continue ?
2. En quels points E est continue a droite 7
3. E est-elle continue sur [0, 1],]0,1[, [0,1[,]0,1] ?

5.3.4 Prolongement par continuité

Soit I un voisinage épointé de a et f : I — R une fonction continue.
On dit que f est prolongeable par continuité en a si f admet une limite finie [ en a. On définit alors le
prolongement par continuité de f, qui est une fonction notée f et définie par

ITu{a} —R
- R f(x) sizel

Il siz=0
En particulier, f est continue en a.

sinx

% Exercice. La fonction f définie sur R* par f(z) =
en 07

est-elle prolongeable par continuité

5.3.5 Continuité et suites

si pour toute suite x qui converge vers a, la suite de terme général f(x,) converge vers f(a).

Proposition 5.23. Soit I un intervalle et a € I. Une fonction f: 1 — R est continue en a si et seulement

Démonstration. (=) f admet [ pour limite en a : soite > 0,3In > 0,Ve € I,z # a, |z —a| <n = |f(z) 1] <
e. Soit (u,) un suite tendant vers a, AN € N tel que Vn € Nyn > N = |u,, — a| <. Ainsi IN € N tel que
Yn e N,n>N = |f(u,) — | <e ce qui signifie que la suite f(u,) tend vers .

(<) Montrons la contraposée et supposons que f n’admette pas [ comme limite en a :

z—al<n
Jde>0,Vnp > 0,3z € 1, | -0
K { [f(z) — 1] > e.
En particulier, Vn € N*, en remplacant = 1, il existe u,, € I tel que |u, —a| < L et [f(u,) — | > & c’est &
dire que l'on a construit une suite (u,) qui tend vers a et telle que la suite (f(un)) ne tend pas vers I. [

= Remarque. Pour montrer que f n’est pas continue en a, il suffit de trouver une suite z qui
tend vers a et telle que la suite de terme général f(z,) ne tende pas vers f(a).

= Remarque. L’exercice de la page 28 montre la continuité de la fonction racine carrée.

% Exercice.

1. Soit f(x) = sin(x). Determiner deux suites u et v tendant vers +oo et telles que f(u,) — 0
et f(v,) — 1. f admet-elle une limite finie quand x — +o00?

2. Quelles sont les fonctions périodiques admettant une limite finie en +o00 ?
(une fontion périodique de période T vérifie f(T + x) = f(x).)

% Exercice. Montrer que la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(x) = cos(ln(z)) n’a pas de
limite en +oo en utilisant les deux suites de terme général x,, = €™ et y,, = e2nm+m/2
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5.3.6 Suites récurrentes

Soit I un intervalle de R, f une fonction continue de I dans I et on considére la suite (u,) définie par la
relation de récurrence ug donné et u, 1 = f(uy).

— limites éventuelles : si u,, converge vers [, comme f est continue & partir de la relation u,+1 = f(uy),
on al = f(l). Les limites eventuelles s’obtiennent en résolvant I’équation f(z) = z.

— si f est croissante, u,, est monotone (par récurrence) : si up < uy la suite est croissante sinon elle est
décroissante.

{ Exemple.
Uy = 0
Un+1 = V4 + Up.

Ici, on a f(x) = /4 + z. et on remarque que u,, > 0, Vn € N (par récurrence sur n). Les limites
éventuelles sont les solutions positives de /4 + z = x soit | = Lﬁ f est croissante donc u,
est monotone. En outre uq; — ug > 0 donc u,, est croissante.

Montrons par récurrence que u,, est majorée par [.

Pour n = 0 c’est vrai car ug = 0 < [. Supposons la propriété vraie pour un certain n. Or
Unt1 = f(un) < f(I) car f est croissante et w, < [ par hypothése. Comme f(I) = I, on a le
résultat voulu.

Donc u, est croissante majorée par [ donc elle est convergente. La seule valeur possible pour
la limite est { donc u,, — (.

e Soit I un intervalle ouvert et f : I — I une fonction continue. La suite (u,), est une suite récurrente
si ug est donné et u, 1 = f(uy).

e Siwu, — 1, alors f(u,) = f(I) et donc f(I) = 1. Ainsi la limite éventuelle de u est parmi les solutions
de cette équation.

e Si f est croissante alors u est monotone :
— si ug < uq, la suite est croissante,
— sinon elle est décroissante.

5.4 Exercices

Exercice 5.1. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction. Ecrire la négation des assertions
suivantes :

1. Vo € I, f(z) £ 0.
VyeR, 3z el f(z)=y.
IM e R,V € I,|f(x)| > M.
Va,y € 1, f(z) = fly) = @
Ve,y € ILx <y= f(z) < f(y).

6. Veel, f(xr) >0=2<0.
Exercice 5.2. Tracer la fonction f(z) = E (z + 1/2). Est-elle paire ?

A

Exercice 5.3. Comparer les fonctions

2 —2x+1

f(z) = poag et g(z) =z —1.

Exercice 5.4. Soit la fonction f: R — R continue vérifiant :

V(z,y) €R?, f(z +y) = f(z)f(y).

a) Montrer que Vz € R, f(z) > 0.
b) On suppose qu'’il existe z € R tel que f(z) = 0. Montrer que f = 0.
¢) On suppose que f n’est pas la fonction nulle. Déterminer f.

Exercice 5.5. Soit f une fonction de R dans R. Ecrire & laide de symboles logiques les propositions
suivantes :
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a) La fonction f n’est pas constante.

b) 2 n’est pas I'image d’un réel par f.

c) f prend toujours la méme valeur pour des nombres opposés.

d) Aucun réel positif n’est égal & son image.

cos(x) + 4sin(z)
1+e®

Exercice 5.7. Calculer les limites suivantes :

123 1 N1 1 - e*)si
a) lim — £) lim \/1+—\[ §) lim L= €D)sine
1 T T

Exercice 5.6. Montrer que la fonction est bornée sur R.

11— a7 0+ =0 g2+ x3
C Va—i-1 L3 i SBLE —SINE
b)igﬁ g)alrlgllx—l 3 —1 k)ig% Sin?’%
. H 1
. sin(z) . sz — 3 sin(x?)
1 h) lim ——=— im ————
c) e T+ 3132 ) rl—{ng 4eos?x—3 ) ig% z(tanx — sinx)
. sin®(x V2 -3 —
z—0 ln(l + x) x—4 \/F — \/§ z—r  SinT
e)
lim Vaz?2+4+2x+3 — =z
T—+00

Exercice 5.8.
a) Limite éventuelle en 0, +00, —oo de xsin(z)
x

(1 —cosx)sinz

b) Limite éventuelle en 0 de , m parametre entier strictement positif.

lﬂn

C sinz
c) Limite éventuelle en 7 de ———
z(x — )

1
d) Limite éventuelle en 0 de (1 + ma)=, m parametre réel.

2-1
e) Limite éventuelle en 1, 400, —oco de xil
T —
Exercice 5.9.
a) Soit f la fonction définie par :
3z _ 1
¢ siz <0
@) =1
2 3
x—zix—i— siz>0
o +1
La fonction f est-elle continue en 07
b) Soit g la fonction définie par :
1
ne si0<zx<1
-1
g(@) =9 2siz=1
L et
six
3z —1

La fonction g est-elle continue en 17

sin ax <0
x

Exercice 5.10. Déterminer les valeurs du réel a pour que la fonction g définie par g(z) = x

In(1+3

In(l+32) &0 <y

2x
soit prolongeable par continuité en 0.
1 — V1 -
Exercice 5.11. Soit f la fonction définie par f(z) = R . Quel est son ensemble de définition ?
x

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
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Exercice 5.12. Soit
1—coszx

f(x)

a) Sur quelle partie de R la fonction f est-elle définie, continue ?

T1- cos(sinx)

b) En quels points peut-on prolonger f par continuité ?

Exercice 5.13. Soit f une fonction définie sur R a valeurs réelles. f est dite uniformément continue ssi elle
vérifie la propriété suivante : (P)Ve > 0,3a > 0,Vz,y e R, |z —y| < a = |f(z) — f(y)| <e

a) Donner la négation de (P).

b) Montrer que f(z) = 22 n’est pas uniformément continue (on pourra choisir ¢ = 1, z = é,y =z+ 3
au-dessus).

c) Montrer que f(x) = sin(z) est uniformément continue.

Exercice 5.14. Soit f une fonction definie sur R & valeurs dans R. Soit M un réel positif. On dit que f est
lipschitzienne de rapport M si et seulement si elle vérifie :

a) Soit f une fonction lipschitzienne de rapport M. Montrer qu’elle est uniformément continue.
b) Montrer que g(x) = 3x + 4 est lipschitzienne de rapport & préciser.
c¢) Soit f une fonction lipschitzienne de rapport M. Montrer

Vo €R, |f(z)| < M|z| +|£(0)]

x
et que L est bornée sur R.

VaZ+1
Exercice 5.15. Soit f de R dans R définie de la maniére suivante. f(0) =1, f(z) = % six = % avec p et ¢
premier entre eux, g positif strictement, p non nul, f(z) = 0 si z irrationnel.
a) Essayer de donner le graphe de f.
b) Montrer que f est discontinue en tout point rationnel.
c) Montrer que f est continue en tout point irrationnel.

Exercice 5.16. Etudier les suites suivantes.
a) Up1 = u +2

b) Uni1 =1+ tp,ug =0

C) Upt1 = Uy + SiDUy, up =0

Exercice 5.17. Calculer limaF (1) .

z—0 x

Exercice 5.18. Soit f une fonction réelle telle que lirf f|(x|) = 400
r—+00 |

a) Montrer que pour tout réel « il existe z, € R tel que
Vo > za, f(x) 2 |ox|+ |z].
b) En déduire que pour tout réel o, lim f(x) — ax = 4oc.
xr——+00

Exercice 5.19. Soient f et g deux fonctions définies sur R telles que g(z) > 0 et il existe I € R*, tel que

im M =1
r—+00 g(];) ’

a) Montrer que zgl}goof(:c) =0« zgl}rloog(z) =0.
b) Montrer que si ! > 0, on a zgl}rloof(x) =400 & zBl}rloog(z:) = +00.

Exercice 5.20.
a) Montrer que pour tout a € R* et pour tout couple de réels (x,y) appartenant a [a, +o00[, on a
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b) En déduire que pour tout zg € R*. et pour tout € > 0 il existe o > 0 tel que :

1 1
|t — x| <a= |- - —| <e.
x

Lo

c) Ecrire une formulation de la propriété précédente en termes de limite.
d) En déduire que la fonction z — % est continue sur R*.

Exercice 5.21. Soit f une fonction définie sur R tel que Vz € R, |f(z)| < |=|.
a) Interpréter graphiquement cette condition.

b) Montrer que f est continue en 0.

¢) La fonction  — zsin (1) est-elle prolongeable par continuité en 07

x

Exercice 5.22. Etudier la suite (u,) définie par ug > —32 et u,41 = v/2u, + 3. (Indication : chercher les
points fixes de f(z) = 2z + 3 qui est continue et croissante. tracer les six premiers termes de la suite et
retrouver suivant la valeur de ug la nature de la suite conjecturer par le dessin : si ug € [—3/2, 3] la suite est

croissante et majorée par 3....)

Exercice 5.23. Etudier la suite (u,) définie par ug et un41 = (4 — u2).
(Indication : calculer les limites eventuelles | = —4 et [ = 1.
— up < —4 montrer que la suite est décroissante non minorée donc divergente.
— ug >4 alorsu; < —4...
— —4 < wug <0: f est croissante sur [—4,0] en déduire que la suite diverge
2<wupg<4dalors —4<u <0

— 0 < up < 2 montrer que tous les termes sont dans [0, 2] et étudier us,, en cherchant ses limites éventuelles

et en montrant que cette suite extraite est croissante et majorée par 1.)



Chapitre 6

Continuité sur un intervalle et
fonctions réciproques

6.1 Le théoréme des valeurs intermédiaires

Le théoreme suivant précise I'image d’un intervalle par une application continue. Rappelons une propriété
caractéristique d’un intervalle : I est un intervalle si et seulement si V(x,y) € 12, [z,y] C I.

continue et (a,b) € I? tels que f(a) < f(b).
Alors f atteint toute valeur intermédaire comprise entre f(a) et f(b) :

Vv € [f(a),f(b)],ﬂce I’f(c) =7.

Théoréme 6.1 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soit I un intervalle de R, f : I — R une application

Démonstration. Si~y = f(a) ou f(b) alors on prend ¢ = a ou ¢ = b.
Supposons que f(a) < v < f(b). Considérons F' = {z € [a,b], f(x) < v}. On sait que F' est majoré par b non
vide car a € F' donc F' admet une borne supérieure notée c.

Montrons que ¢ = f(v). Pour chaque n € N*, 3z, € F et y,, € [a,b] — F telsque c—1/n <z, < ¢ <
Yn < ¢+ 1/n. En effet, ¢ — 1/n n’est pas un majorant de F' donc il existe x,, € F tel que ¢ — 1/n < z,, < c.
D’autre part F' C [a,c] et ¢ < b (car b ¢ F parce que f est continue en b et que comme y < f(b) il existe un
Yn ¢ F
c<yp,<c+1/n

On peut prendre y,, €]c, min(c+ 1/n,b)[. Alors on en déduit que z,, — ¢ et y, — ¢. D’olt par continuité,
f(@n) = f(c) et f(yn) = f(c). Mais, on a Vn € N, f(z,) <v < f(yn) dolt v = f(c). O

voisinage de b sur lequel f(z) > ) et ¢ < ¢+ 1/n = Jy, € [a,b] tel que {

Corollaire 6.2. Si une fonction continue sur un intervalle I prend des valeurs positives et négatives, alors
elle s’annule en un point.

Corollaire 6.3. L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

% Exercice. Soit f : [0,1] — R une fonction continue sur [0, 1]. Soient p et ¢ deux réels > 0.
Montrer qu'’il existe g € [0, 1] tel que

pf(0) +qf(1) = (p+q)f(zo)-

’Théoréme 6.4. Soit f : [a,b] — R une application continue. Alors f est bornée et atteint ses bornes.

“ f est bornée et atteint ses bornes” signifie que f([a,b]) = [m, M] avec m = f(x1) = inf e p) f(2), 21 €
[Cl, b] et M = f(l'g) = SUPg¢[a,b] f(ﬂf), T2 € [aa b]
Un intervalle de la forme [a, b] est un segment. Le théoréme ci-dessus et le corollaire précédent donnent :

Corollaire 6.5. L’image d’un segment par une application continue est un segment.

Démonstration du théoréme 6.4. Montrons par I’absurde que f est majorée : supposons que f est non ma-
jorée. Alors pour tout n € N*, Jz,, € [a,b] tel que f(z,) > n. (z,) C [a,b] donc elle est bornée. D’apres
le théoreéme de Bolzano-Weiertrass, il existe une extractrice o et un réel ¢ € [a, b] tel que x5,y — c. f est



66 Continuité sur un intervalle et fonctions réciproques

continue donc f(z,(n)) — f(c). D’autre part, f(z,(,)) > o(n) > n donc f(zs(m)) — +
infty. D’ou la contradiction.

En appliquant le résultat a —f, on montre que — f est majorée donc que f est minorée.

Montrons maintenant que f atteint ses bornes.

Soit M = SUDge(q,b] f(z). Pour chaque n € N* puisque M — 1/n n’est pas un majorant de f il existe x,,
dans [a, b] tel que M —1/n < f(z,) < M. D’apres le théoréme de Bolzano-Weiertrass, puisque (z,,) est bornée
il existe une extractrice 7 et un élément d € [a, b] tel que z,(,,) — d. f est continue donc f(x,(ny) — f(d).
D’autre part, on a M — % < f(r(ny) < M. Donc M = f(d). O

6.2 Fonctions réciproques

6.2.1 Fonctions monotones

Lemme 6.6. Soit I C R. Une application f : I — R strictement monotone est injective.

Démonstration. Soit x1,xe € I avec f(x1) = f(z2). Supposons que 1 < 3 .

Alors, si f est strictement croissante, f(x1) < f(x2), ce qui est absurde.

Si f est strictement décroissante, f(x1) > f(x2), ce qui est aussi absurde.

Donc z1 > x5. Le méme raisonnement en partant de zo < x1 améne a x; < o, ainsi 1 = x5 et donc f
est injective. O

Lemme 6.7. Soit I C R. Une application f : I — R strictement monotone est une bijection sur son image.

“f bijection sur son image” signifie que lapplication de I dans f(I) qui & x associe f(x) est bijective.
Cette application est souvent abusivement notée f.

Démonstration. Par le lemme précédent, f est injective, et par définition de la surjectivité, une application
a valeur dans son image est toujours surjective. Donc f est bijective. O

Lemme 6.8. Soit f une application bijective. Si f est strictement croissante (resp. strictement décroissante)
alors Uinverse f=1 de f est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

Démonstration. Faisons le cas strictement croissant. Soit yi,y2 € f(I), y1 < y2. Notons 21 = f~1(y1) et
29 = f~(y2). Si ¥1 > 79 comme f est croissante on a f(z1) > f(x2) c’est-a-dire y; > ya, ce qui est absurde.
Donc on a 1 < zg, soit f~1(y1) < f~1(y2) : f~! est strictement croissante. O

1 Remarque. Il n’y a aucune hypothese de continuité dans les lemmes précédents.

Lemme 6.9. Soit I un intervalle. Une application f : I — J C R continue et injective est strictement
monotone.

Démonstration. On va montrer la contraposée : si f est non strictement monotone alors f est non injective.
Remarquons que “f est non strictement monotone” est équivalent a “f est non strictement croissante et f est
non strictement décroissante”, ce qui est la négation de la phrase “f strictement croissante ou f strictement
décroissante”. Cette négation s’écrit

non((Vay, 2, 21 < w2 = f(21) < f(22)) ou (Vy1,y2,91 < w2 = f(21) > f(x2)))
ce qui est équivalent a

(Fx1, 20,1 < w2 et f(x1) > fx2)) et (Fyi,y2,y1 <y2 et f(y1) < fy2))-
(*) (%)

(attention, rien n’indique que (z1,z2) = (y1,y2).)
Pour h € [0,1], on pose

g(h) = f((1 = h)xy + hy1) — f((1 = h)xs 4 hys).

Comme f est continue, g est continue, de plus d’apres (x), g(0) = f(z1) — f(x2) > 0, et d’apres (xx),
9(1) = f(y1) — f(y2) < 0. Donc d’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires (corollaire 6.2 page 65), il
existe hg € [0, 1] avec g(hg) = 0, ce qui donne

f((X = ho)xy + hoy1) = f((1 = ho)z2 + hoy2)
et de plus (1 — hg)x1 + hoyr) # (1 — ho)xa + hoya) (car x1 < x2 et y1 < y2), donc f n’est pas injective. [J
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Corollaire 6.10. Une application continue et bijective est strictement monotone.

% Exercice. Trouver un contre-exemple a I’énoncé du lemme si on ne suppose pas la conti-
nuité.

Proposition 6.11. Soit f une fonction monotone sur un intervalle I.
Si f(I) est un intervalle, alors f est continue.

Démonstration. On suppose que f est croissante, la preuve est similaire dans le cas décroissant. Soit a € I,
tel que a n’est pas le plus grand élément de 1.

Comme f est croissante, elle admet en a une limite & droite [ > f(a).
x>a= f(z)>1
z<a= f(z) < fla)
f(a) et . Mais comme a n’est pas le plus grand élément de I, il existe b € I, a < b, avec f(a) <1 < f(b).
Comme f(I) est un intervalle, on a [f(a), f(b)] C f(I), en particulier toutes les valeurs dans ]f(a), [ sont
atteintes. Contradiction.

Donc f(a) =1 et f est continue & droite en a. On montre de la méme fagon que f est continue & gauche
en tout point a € I qui n’est pas le plus petit élément de I. Donc f est continue en tout point de I. O

Supposons que | > f(a). Alors Vz € I, { , donc f ne prend aucune valeur entre

Théoréme 6.12. Soit I un intervalle et f : IR.
Si f est continue et strictement monotone, alors

1. f(I) est un intervalle,
2. f est une bijection de I sur f(I),

3. f~1 est continue sur f(I).

Démonstration. Il ne reste qu’a montrer 3). Par définition f~! est une bijection et par le lemme précédent
elle est strictement monotone de U'intervalle f(I) sur l'intervalle I, donc elle est continue par la proposition
précédente. O

Corollaire 6.13. Si f est continue et bijective sur un intervalle, alors f~1 est continue.

6.2.2 Fonctions trigonométriques réciproques

Par définition, la fonction sinus est strictement croissante sur [—7, 7]. Elle est donc bijective de [-F, 7]

dans sin([-F, 5]) = [-1,1].
Definition 6.14. La bijection réciproque est la fonction arc sinus arcsin : [~1,1] — [-5, 5] et

Vo € [—1,1],sin(arcsin(z)) = x
Vo € [fg, g], arcsin(sin(z)) = z.
La fonction arcsinus est continue sur [—1,1] d’apres le théoréme 6.12.

iz Remarque. Un angle est representé sur le cercle par un arc de cercle. La fonction réciproque
de la fonction sinus donne I’angle, donc ’arc, d’une valeur, d’ou le nom arcsinus.

Par définition la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, 7]. Elle est donc bijective de [0, ]
dans cos([0,7]) = [-1,1].

Definition 6.15. La bijection réciproque est la fonction arc cosinus arccos : [—1,1] — [0, 7] et
Vz € [—1,1], cos(arccos(z)) = =

Va € [0, 7], arccos(cos(z)) = x.
La fonction arcsinus est continue sur [—1,1] d’aprés le théoréme 6.12.
2 Attention ! Siz ¢ [-Z, %], arcsin(sin(z)) # z, et si x ¢ [0, 7], arccos(cos(z)) # .

Lemme 6.16. arcsin(z) + arccos(xz) = &, Vo € [-1,1].
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s

Démonstration. Si x € [—1,1], cos(§ — arcsin(x)) = sin(arcsin(x)) = z(x). Or =% < arcsin(z) < § = 0 <

% —arcsin(z) < 7. Donc on a

arccos(cos(g —arcsin(z))) = g — arcsin(z).

Avec () on a arcsin(x) + arccos(z) = 7. O
Par définition la fonction tangente est strictement croissante sur | — 7, Z[. Elle est donc bijective de

| = 3, 5[ dans tan(] — 3, 3[) =] -

infty, +

inftyl.

Definition 6.17. La bijection réciproque est la fonction arc tangente arctan : R —] — 7, 7| et

Vo € R, tan(arctan(z)) =z

ve €] - T 2 arctan(tan(x)) = .

La fonction arctangente est continue sur [—1,1] d’aprés le théoréme 6.12
\ +3.0

+2.5

.,

+1.5 5 |

+1.0 “>/ f_d_,_x—“'

+0.5 N

.5 -1.5 | -0.5 +0.5 +1.5 +2.5

[Ljitx) = arctanix) > // SR [g(x) = arccos(x) |
,f’// S —
_—— J -1.0

=150

(itx) = aresin(x)] —2.0

De la méme maniere, on introduit les fonctions inverses des fonctions trigonométriques hyperboliques,
qui se nomment argument cosinus hyperbolique, argument sinus hyperbolique et argument tangente hyperbo-
lique et que l'on note arg cosh, argsinh, arg tanh. Contrairement au cas circulaire, une simple calcul donne
explicitement ces inverses.

% Exercice. Montrer que
1. argcosh(z) = In(x + Va2 — 1),Vz € [1,+
inftyl,
2. argsinh(z) = In(x + V22 + 1),Vx € R,

3. argtanh(z) = 2 In (m) Vo €] —1,1].

1—x

6.3 Exercices

Exercice 6.1.

17

a) Montrer que I'équation x!7 = 2! + 1 admet au moins une solution dans R*.

b) Mountrer que, si P un polynome réel de degré impair, il admet au moins une racine réelle.



6.3 Exercices 69

Exercice 6.2.
a) Soit f une fonction définie et continue sur [0,1] & valeurs dans [0,1]. Montrer que f admet un point fixe.

b) Soit f et g des fonctions définies et continues sur Iintervalle [0,1]. On suppose que f(0) = g(1) = 0,
g(0) = f(1) = 1. Montrer que :
YA > 0,3z € [0,1], f(z) = Ag(z)

Exercice 6.3. Soit f une fonction sur R.
Pl:Vz eR,(f(z) >0o0u f(z) <0)
P2:Vx eR,(f(z) >0ouvz eR, f(z) <0)

a) P1 et P2 sont-elles équivalentes ?
b) Donner une CNS pour que P1 soit vraie.
¢) Donner une CS simple pour que P1 et P2 soient équivalentes.

Exercice 6.4.

a) Donner un exemple d’une fonction f sur [0, 1], non constante, telle que Vz € [0,1], (f(z))* = 1.

b) Soit f continue sur sur [0,1] telle que Vz € [0,1], (f(z))* = 1. Montrer que f est constante.

c) Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions continues sur I telles que pour tout = € I, (f(x))? =
(g(x))? # 0. Montrer que f = g ou f = —g.

Exercice 6.5.

a) Démontrer que la fonction réciproque d’une fonction impaire est impaire.

b) Pourquoi ne peut-on pas parler de la fonction réciproque d’une fonction paire ?

xT

Exercice 6.6. Soit f la fonction définie par Vz € R, f(z) = T e
efl’

Montrer que f est continue, bijective

et déterminer sa réciproque f~!.

Exercice 6.7. Déterminer le nombre de solutions de I’équation Inxz = mx selon les valeurs du parametre
réel m.

Exercice 6.8. Soit f la fonction définie sur R par :

e2rt? 51 < —1
flx) = 2x + 3 st —1<x<0
22 +2x+3 si x>0

a) Tracer son graphe.
b) Montrer que f est continue et strictement croissante.
c) Donner les formules définissant sa fonction réciproque g et tracer le graphe de f et de g.

Exercice 6.9. Soient f et g deux fonctions continues de [0,1] dans [0,1] telles que fog = go f. On veut
montrer qu’il existe un point ¢ dans [0,1] tel que f(c) = g(c). On raisonne par 1’absurde. On suppose que le
résultat est faux.

1) Montrer qu’il existe a > 0 tel que soit Va € [0,1], f(a) — g(a) > a (1)

ou soit Va € [0,1],g(a) — f(a) > a (2)

2) On note f,, = fo fo---o f (n fois). Dans le cas (1), montrer que Yn > 0,Vz € [0, 1], fn(z) — gn(z) > na
3) Conclure.

Exercice 6.10.

a) Soit f une fonction continue sur R telle que pour tout x € R, |f(z)| = f(|=|) > 0. Montrer que f est
paire.
Soit n un entier naturel. Montrer que ’équation

z?(cosz)” +xsine +1 =0

admet au moins une solution dans R.
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Exercice 6.11. Simplifier les expressions suivantes :
a) cos(2arccos(x))

b) cos(2arcsin(x))

¢) sin(2arccos(z)

d) cos(2arctan(x)

e) sin(2arctan(z)

f) tan(2arcsin(z)



Chapitre 7

Dérivabilité

7.1 Fonctions dérivées

7.1.1 Définitions
Definition 7.1. Soita € I, f: I — R. On dit que f est dérivable en a si la limite quand h tend vers 0 de

fla+h)—f(a)
h

est finie. Dans ce cas on la note f'(a) et on lappelle le nombre dérivé de f en a.

i Remarque. On peut remplacer le tauz de variation (ou taux d’accroissement)

fla+h) = f(a)
h

par
f(x) = f(a)
r—a
en posant * = a + h et alors on étudie la limite quand z — a.
La taux de variation est la pente du segment joignant (a, f(a)) & (x, f(x)).

f(a)

/()

T a

Definition 7.2. 1. f est dériwable a droite si le taux de variation d une limite a droite et on la note
fi(a).

2. f est dérivable a gauche si le taux de variation a une limite a gauche et on la note f;(a).

f est dérivable a gauche et a droite en a

Proposition 7.3. t dérivabl &
p f est dérivable en a { f1(a) = fi(a).

% Exercice. Montrer que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

’Proposition 7.4. f est dérivable en a = f est continue en a.
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Démonstration. 1l suffit d’écrire que f(a + h) = f(a) + hw et de faire tendre h vers 0. O

B Attention ! La réciproque est fausse. La fonction valeur absolue est continue en 0 mais pas
dérivable en 0.

¢ Exemple. Soit une fonction f non continue en a : lim f(x) = K # f(a). Alors quand z — a,
r—a

P _ z)— fla
f(z)— f(a) tend vers une quantité finie, et x—a tend vers 0. Donc le taux de variation f@) = fla)

T—a
n’a pas de limite quand z tend vers a. Cet exemple illustre la contraposée de la proposition
précédente.

Definition 7.5. Si f est dérivable en a, la tangente de la courbe de f en a est la droite passant par (a, f(a))
et de pente f'(a) : c’est la droite d’équation

y = f(a) + f'(a)(z - a).

On remarque que la tangente est horizontale si et seulement si f'(a) = 0.

7.1.2 Application dérivée

Definition 7.6. Soit I un intervalle et f : I — R. Si f est dérivable en tout point de I on dit que f est
dérivable sur I. La fonction dérivée de f, notée f', est

R —R
z > fl(z)

I
La proposition 7.4 donne immédiatement qu’une fonction dérivable sur I est continue sur I.

Théoréme 7.7. Soita € I, N€R, f,g: 1 — R deuzx applications dérivables sur I. Alors,
1. f+ g est dérivable sur I et (f+g) =f"+4.
2. \f est dérivable sur I et (A\f)' = Af'.
3. fg est dérivable sur I et (fg) = f'g+ fq'.

/

1 —
4. sig#0 surl, é est dérivable sur I et (=) = g :
q g
r /
5. s19#0 surl, 5 est dérivable sur I et (1)/ = M
g g

Théoréme 7.8. Soient I et J deux intervalles de R, f: I - Retg:J — R ou f(I) C J. Si f est dérivable
sur I et si g est dérivable sur J, alors go [ est dérivable sur I et

Ve el,(go f)(z) =g (f(x)f (2).

Démonstration.

(go f)(x) = (go f)la) _ g(f(x)) —g(f(a)) f(x) = f(a) J (f(a) f(a)

g
r—a f@) —fla) a—a e

% Exercice. Calculer f’ en fonction de ¢’ : a) f(z) = g(az +b), b) f(z) = g(a + g(z)).

7.1.3 Dérivée d’une fonction réciproque

Théoréme 7.9. Soit f : I — R bijective et continue sur I, dérivable en a et telle que f'(a) # 0. Alors la
fonction réciproque de f, f~1: f(I) = R, est dérivable en f(a) et
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Démonstration. Yy € f(I) — {f(a)}, on a

) — 71 (f() f7y)—a

y— f(a) C W) — fla)
Puisque f est dérivable en a, que f’(a) # 0 et que f~1(y) — a quand y — f(a), on a

SN y) = f(f(a)) 1
y— f(a) v i) f(a)

7.1.4 Dérivée des fonctions usuelles

% Exercice. Calculer les dérivées suivantes.
1. f(x) = ax + b en tout z € R.
2. f(xz) = +/z en tout z¢ > 0 puis en 0.

1
In(z)" = = par définition du logarithme.

e L’exponentielle est la réciproque du logarithme, donc par le théoreme 7.9 on a

er) = n—l 2)) = 1 _
(@) = 0@ = s

E‘H‘ —_

SineN, (2") =nz" et (f*(x)) =nf'(z)f" (z).
Si n € Z est négatif, utiliser la formule au-dessus en écrivant n = —|n|, quand x # 0.

% Exercice. Calculer les dérivées de cos, sin, tan.
% Exercice. Calculer les dérivées de cosh, sinh, tanh.

% Exercice. Montrer que

-1
1. arccos'(z) = ——
V1—a?’
2. arcsin’(x) = !
. V122
1
3. arctan’(z) = Tra
x

4. arccos(z) + arcsin(z) = g

ot

1
. Simplifier arctan(z) + arctan () .
x

% Exercice. Montrer que

1. argcosh’(z) = -1

Vzz-1’
2. argsinh’(z) = \/xiﬁ’
3. argtanh’(z) = 1.

7.1.5 Application a I’étude des suites récurrentes

On reprend les notations de la page 77.

Proposition 7.10. Soit a un point fivze de f (f(a) = a). Si f est dérivable en a et |f'(a)| > 1, alors u, — a
si et seulement si u est stationnaire.
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Démonstration. On remarque que si il existe ng tel que u,, = a, alors la suite u est constante a partir du
rang ng.
Supposons que pour tout n, u, # a. On a
u —a un) — fla
n+1 _ f( ﬂ) f( ) f’(a).

Up — QA Up — Q ni——+00

Up+1 — a

Donc a partir d’un certain rang, > 1si f/(a) > 1, ce qui signifie que la suite de terme général

”—
|un, — a] est croissante, donc elle ne peut pas converger vers 0, donc u ne converge pas vers a, ce qui est
absurde. O

7.2 Le théoréme des accroissements finis

7.2.1 Extremum local d’une fonction

Definition 7.11. Soit a € I et f : I — R une application. On dit que a est un minimun local (resp.
maximum local) s’il existe un voisinage de a sur lequel f(x) > f(a) (resp f(x) < f(a)).

Si a est un mazimum local ou un minimum local on dit que c’est un extrémum local de f.

Si les ingalités sont strictes, l'extremum local est strict.

Théoréme 7.12. Soit I un intervalle ouvert de R, a € I, f: I — R une application.

ael
f est dérivable en a = f'(a) = 0.
a est un extrémum local

w < 0= f'(a) < 0. Soit

Démonstration. Supposons que a est un maximum local. Soit h > 0,

w > 0= f'(a) > 0. Donc f'(a) = 0. :

h <0, on a alors
1 Remarque. La récriproque est fausse. Par exemple la dérivée de  — x2 est nulle en 0, mais
0 n’est pas un extremum local.
Il faut que l'intervalle soit ouvert. Sinon on peut prendre par exemple la restriction d’une
fonction de la forme & — ax + b, a # 0 (dont le graphe est une droite) & un segment. Alors les
bornes du segment sont des extrema mais le dérivée ne s’annule pas en ces points.

Théoréme 7.13 (Théoreme de Rolle). Soit (a,b) € R?, a < b, f: [a,b] — R une application.

f est continue sur [a, b],
[ est dérivable sur]a,b[, — Jc €]a,b]/ f'(c) =0.
fla) = f(b)

= Remarque. Le point ¢ n’est pas forcément unique.

i

Démonstration. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (théoreme 6.1 page 65), puisque f est continue
sur [a,b] f est bornée et atteint ses bornes m = inf f(x) et M = supf(x).

Sim = M, f est constante donc Vx € [a,b], f'(x) = 0.

Supposons m < M, on ne peut avoir M = f(a) et m = f(a), supposons M # f(a) et M # f(b) (f(a) = f(b)).
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Par suite, 3¢ €]a, b[ tel que f(c) = M.
Soit h > 0 tel que ¢+ h € [a,b],

{c+h>c fleth) = flo) _
fleth) < fle) h -
Donc f/(e) <0.
Soit h < 0 tel que ¢+ h € [a, b],
c+h<c fle+h) = f(e)
A
Donc f’(¢) > 0. Finallement, on en déduit que f’(¢) = 0. O

f est continue sur [a,b],
f est dérivable sur |a,b|

= Je€la,b[ / f(b) = f(a) = f(c)(b— a).

Théoréme 7.14 (Théoréme des accroissements finis). Soit (a,b) € R%, a < b, f : [a,b] — R une application.

Démonstration. C’est une application du théoréme de Rolle. Soit p(z) = f(z) — Wx, Vz € [a,b]. ¢
est continue sur [a, b], dérivable sur Ja, b[ et @(a) = p(b). D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ €]a, b] tel
que ¢'(¢) = 0 d’out le résultat. O

= Remarque. Graphiquement ce résultat dit qu’il existe un point de la courbe représentative
de f d’abscisse ¢ €]a, b[ en lequel la tangente est parallele & la droite (A, B) avec A = (a, f(a))

et B = (b, f(b)).

Corollaire 7.15. Soit f : [a,b] = R. f' =0 = f constante.
La réciproque est immédiate.

Démonstration. Pour tout x,y € [a,b], ¢ < y le théoréme des accroissements finis dit que il existe ¢ €]a, b|

tel que f'(c) =0= W ce qui donne f(z) = f(y). H

application.

f est continue sur [a,b],
f est dérivable sur ]aa b[? = V(:Evy) € [aa b]27 ‘f(.?(}) - f(y)‘ < M|(.’E - y)'
f' est bornée par M sur [a,b]

Théoréme 7.16 (Inégalité des accroissements finis). Soient (a,b) € R%, a < b, f : [a,b] — R une

¢ Exemple. Comme sin’(z) = cos(x) est bornée par 1, on a

|sin(z) — sin(y)| < [z — y|.
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Démonstration. six =y 'égalité est évidente. Supposons que z < y.Puisque f est continue sur [z, y] dérivable
sur |z, y[ d’apreés le théoreme des accroissements finis appliqué a f sur [z, y] on sait qu'il existe ¢ €]z, y[ tel
que f(z) — f(y) = f'(c)(x —y). Comme |f'(c)] < M, on a le résultat voulu. O

Théoréme 7.17 (Théoréme de la dérivée). Soit f : [a,b] = R et 2 €]a, b].

f est continue sur [a,b],

[ est dérivable sur Ja,b\{zo}, — f est dérivable en zq et f'(z0) = L.

lim f(x)=1¢

Tr—x0
Démonstration. soit e > 0, In > 0,V # zg, |x —xo| <n = |f'(x) = | < e.
Soit t € I—{xo} tel que [t—xo| < 1. D’apres le théoreme des accroissements finis appliqué a la restriction de f
sur l'intervalle fermé d’extrémités g et ¢ ey tel que f(t) — f(xo) = f/(ct)(t—x0) avec |c; —xo| < | —xzo| < 1.

)—f(zo0)

D’ou on a |f(tt7w0 — 1| =|f'(ct) — 1] <e. On a ainsi montré que

(t) — f(zo)

V€>O,3n>O,VtEI,t;«éxo,(|t—x0|§n=>|f P =1 <e).
— Zo

Variation des fonctions

Proposition 7.18. Soit [ un intervalle de R, f une fonction continue sur I et dérivable sur I.
1. f est constante ssi f'(x) =0 sur I.
2. f est croissante ssi f'(x) >0 sur I.
3. f est décroissante ssi f'(x) <0 sur I

B Attention ! On a pas par exemple si f est strictement croissante alors f'(x) > 0 sur I. Par
exemple 2 en 0.

Démonstration. On ne va montrer que le 2), pour le reste les démonstrations sont analogues.

supposons que f est croissante. Soit zo € I sans étre une extrémité, h # 0 tel xg + h € I, on a
Lot =f(wo) > g = f/(z0) > 0.
Réciproquement soit (z1,z2 € I tel que 1 < xo. d’apres le théoreme des accroissements finis appliqué a f
sur [z1,x2] on sait qu'il existe ¢ €]xy, z2] tel que f(x1) — f(z2) = f'(¢)(z1 — z2). Comme f'(¢) > 0 on a
f(z1) < f(x2). Donc f est croissante. O

7.3 Formules de Taylor

7.3.1 Dérivée successive

Definition 7.19. Soit f: I — R. Si f est dérivable sur I et si f' est aussi dérivable sur I, alors on note
f" ou la dérivée de f'. C’est la dérivée seconde de f.
Par récurrence on définit, si elle existe, f*), la dérivée k-iéme de f, k € N, avec f©O = f, f1) =
£ =g
On dit que f est indéfiniment dérivable sur I si f est n fois dérivable Vn € N.
Théoréme 7.20. Soita € I, A€ R ouC, f,g: I — R ou C deux applications n fois dérivables sur I. Alors,
1. f+g estn fois dérivable sur I et (f + g)™ = (0 4 g0,
Mf estn fois dérivable sur I et (\f)™) = \f(™).
fg estn fois dérivable sur I et (fg)™ =>1_o (7) f®gn=k) " (Formule de Leibniz).
sig#0 surl,

sig#0 surl,

est n fois dérivable sur I.

Q [~ Q=

est n fois dérivable sur I.
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Démonstration. A part 3., les résultats sont évidents. Montrons 3. par récurrence sur n : pour n = 1 c’est
déja vu. Supposons que pour un certain n € N, on a (fg)™ = >oreo (Z) fk) g(n=Fk)

n n

3070 = o = (35 (1) 7040) =52 (1) gt g

k=0 k=0

_ Z <l il 1) FOgn+1=0) 4 ]é) (Z) FO gn=h+) (1 — oy 1)

n+1 n+l
_ n (1) (n+1—1) n (k) ,(n—k+1) n — n —
(l—l)‘f g +k§_%<k)f g ((-1) <n+1> 0)

n+1
_ ((z n1> v (7)) FOGEH1-0 (ragle de Pascal)

n+1

n+1 _
:Z( z )f<z>g<n+1 D

=0

% Exercice. Montrer que f(z) = x?|x| est deux fois dérivable sur | — 1, 1].

7.3.2 Classe d’une fonction
Definition 7.21. Soit f: I — R, I intervalle ouvert.
1. soit n € N, on dit que f est de classe C™ sur I si

f estn fois dérivable sur I
) est continue sur I

2. On dit que f est de classe C™ si f est indéfiniment dérivable.

{ Exemple. La plupart des fonctions usuelles, comme les polyndmes, In, exp, cos, sin, tan, cosh, sinh, tanh,
sont C'*°.

Théoréme 7.22. Soita € I, A € R, n € NU{+o0} , f,g: I — R deux applications de classe C™ sur I.
Alors,

1. f+ g est de classe C" sur I.
2. \f est de classe C™ sur I.

3. fg est de classe C™ sur I.
4
5

. st g#0 surl, = est de classe C™ sur I.

Q- Q=

. sig#0 surl, L est de classe C™ sur I.

Théoreme 7.23. Soient I et J deuz intervalles de R, n € NU{+oo}, f: I —-Retg:J—Rou f(I)CJ
Si f est de classe C™ sur I et g est de classe C™ sur J alors go f est de classe C™ sur 1.

Corollaire 7.24 (Corollaire du théoréme de la dérivée). Si f est continue sur [a,b], C' sur]a,b[\{c}, et si
f est prolongeable par continuité en c, alors f est C* sur]a,bl.
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7.3.3 Fonctions convexes

Definition 7.25. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I C R. On dit que f est convexe
lorsque

V(z,y) € YA €[0,1], f(Az + (1 = N)y) < Af() + (1= \)f(y).

f est concave si —f est convexe.

s Remarque. La convexité signifie géométriquement que le graphe de f est en dessous de
toutes les cordes qui joignent deux points de ce graphe.
Il vient de la définition que si f est convexe, alors

s <w+y> < f@+ W)

2 2

et il vient que

n - n ’
Théoréme 7.26 (Caractérisation des fonctions convexes dérivables). 1. Si f est dérivable, alors (f conveze

& f' est croissante).
2. Si f est deux fois dérivable, alors (f convexe < f"” >0).

On obtient des inégalités intéressantes, dénommées “inégalités de convexité” de la fagon suivante :
1. On se donne une fonction f;
2. On vérifie qu’elle est convexe sur I en calculant f”;

3. On écrit I'inégalité de convexité (éventuellement généralisée).

% Exercice.

1. Ecrire une inégalité de convexité en utilisant la fonction f(z) = —In(x).
2. En déduire I'inégalité de Young : Ya > 0,b > 0,¥p > 0,¢ > 0, tel que ; + 7 =1
a?  b?

ab < — + —.
p q

3. Montrer que V(z,y) € (R})2,
Vroy < < ;_ y.
(la moyenne géométrique de deux nombres est inférieure a la moyenne arithmétique).
4. Montrer que V(x1,...,z,) € (RF)",

T+ T2+ + Ty
p .

($1+"'+$n)% <

7.3.4 Formule de Taylor—Young

Théoréme 7.27 (Formule de Taylor—Young a lordre n). Soit I un intervalle de R, f : I — R une
application n fois dérivable sur I avecn > 1.
On peut écrire pour |h| assez petit et a € T

r@, 1@, I

flath) = fla) + =5 51 "

h™ + h"e(h)
avec €(h) — 0 quand h — 0.

i Remarque.
e La formule s’écrit aussi, pour x dans un voisinage de a :

"(a "(a (n)a
1@ = @+ L0y e T gy T oy i (o ayrete )

avec £(h) — 0 quand * — a.
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e Pourn =0,0na f(a+h) = f(a)+e(h), c’est-a-dire }llg%f(a—i—h) = ’lligb(f(a)—i—a(h)) = f(a),

ce qui est exactement la définition de la continuité.

e Pour n = 1, on a f(a+h) = f(a) + f'(a)h + he(h), ce qui s’écrit flat+h) - fla) -

h
f'(a) +&(h), ce qui donne hnbw = f'(a), ce qui est exactement la définitin
h—
de f'(a).

Théoréme 7.28 (Formule de Taylor-Lagrange & ordre n+1). Soit f : [a,b] — R, et n € N et on suppose
que f est de classe C™ sur [a,b] et n+ 1 fois dérivable dans |a,b[. Alors il existe ¢ €la,b]| tel que

&(b a4 M(b f(n)(a) (b N f("+1)(c) b a)n+1,

1 91 +

j— 2 j—
a)’+...+ py a CEw]

f(0) = f(a) +

Démonstration. Sin = 0 c’est le théoréme des accrms&ementb finis.
Soit p(x) = f(b) — f(x) — L (m) b—z)—... ”)(I) (b—x)" — A(b— )"+ avec x € [a,b] et on choisit
A tel que p(a) = 0. @ est contlnue sur [a, b] derlvable sur Ja, b[ et p(a) = ¢(b) = 0. D’apres le théoreme de
n+1
Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(¢) =0. Or ¢'(z) = A(n+ 1)(b—2)"™ — %(b — ). Donc on a

F D (c) F D (c)

b—c)"(A(n+1)— py CEE

On conclut avec p(a) = 0. O

Corollaire 7.29. Soit f : [a,b] — R une application continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b| tel que
lim+f/(x) = 1. Alors f est dérivable a droite en a et fj(a) = 1.
r—a

Démonstration. Soit € > 0, comme f'(z) — I quand z — a™ Ja > 0 tel que |f'(z) —I| <esia<z <a+a.
Soit ¢ €la,a + af, f est continue sur [a,t] dérivable sur ]a,t[ donc d’apres le théorémes des accroissements
finis il existe ¢ €]a,t[ tel que f(t) — f(a) = f'(c)(t — a). Puisquon a a < ¢ < t et t < a+ « il vient que

a<c<a+a=|f(c) -1 <e. Alnsi, ona|ft) fa) gl <e.
On a ainsi montré que Ve > 0,3a > 0, Vt €la, a+a[:>|ft) Ha) <. O

7.4 Exercices

Exercice 7.1. Vrai ou faux?
1. toute fonction dérivable en zy est continue en xg. La réciproque ?
2. Si f est dérivable a gauche et a droite en x( alors f est dérivable en zg.
3. Si f est dérivable sur ]0,2[ et f'(1) = 0 alors f admet un extrémum local en 1.
4. Si f est dérivable a droite et a gauche en zg, alors f est dérivable en xq.
5. La dérivée de f(x) = cos(2z) est f/(z) = —sin(2z).
Exercice 7.2. Les énoncés suivants sont ils corrects ? Si la réponse est non, les corriger.
1. Soit f dérivable sur [a,b] continue sur |a,b[ telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a,b[ tel que
f'(e)=0.
2. Soit f continue sur [a,b] dérivable sur ]a,b[. Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = W.

3. Interprétation graphique du théoreme des accroissements finis : soit f continue sur [a, b] dérivable sur
la, b[. Alors il existe une ¢ €]a, b] tel que le graphe de f admet au point C' = (¢, f(¢)) une tangente qui
passe par les points A = (a, f(a)) et B = (b, f(D)).

4. Questions : peut-on appliquer le théoréme de Rolle & f(z) = |z| sur [—1,1]. Méme avec g(z) = 52% + 3
sur [0, 2].

Exercice 7.3. Calculer les dérivées suivantes

a) f(z) =sin(cos(x)) g(x) = In(ln(Iln(x)))

z

b) h(z) = m i(x) =e" .
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c) j(z) = sin(z® + 2x) k(x) = sin <cosx(x2)>
d) calculer f’ en fonction de ¢’ : f(z) = g(z + g(z)) et f(e*+3) = g(a®).

Exercice 7.4. Etudier et calculer si elle existe la dérivée en 0 de

1 1

x sin () six #£0 x? sin <) six#£0
flx) = v et g(x) = .
Osiz=0 Osiz=0

Exercice 7.5. Soit f et g dérivables en z.
a) Montrer que fg est dérivable en xq et calculer (fg)'(xo).

b) Si g(zo) # 0, montrer que f/g est dérivable en ¢ et calculer (f/g)(xo). (Indication : étudier dans un
premier temps 1/g.)

Exercice 7.6. En utilisant des théoréemes du cours, montrer que

1 1

n+1 _an+1
b) Va,b e R, Vn € N*, (n+1)a" < 5 < (n+1)b".
¢) Siaog,...,a, vérifient ap+ % +...+ ;i =0 alors Jz €]0, 1] tel que ag + a1z + ... + az™ = 0.

Exercice 7.7. Soit f dérivable sur R avec f(0) =0, f(1) =1, f/(0) = —1. Montrer que
a) lim, o @ =—1. c) dzg €]0,1], f(z2) = 0.
b) Jz; €]0,1[, f(z1) < 0. d) Jzsz €]0,1[, f'(z3) = 0.
Exercice 7.8. Soit f continue sur [0, 400), dérivable sur |0, 4+00) et f(0) = 0 et f’ croissante.
a) Montrer que Vz > 0, f(z) < zf'(x).
b) Soit g(z) = @ Montrer que g est croissante.
P(z)

Exercice 7.9. Soit f(x) = Montrer que £ (z) = avec P, (z) polynéme & coefficients

1
1422
dans Z de degré n.

Exercice 7.10. Soit g;(z) la dérivée d’ordre 1 de 2% — 1, go(z) la dérivée d’ordre 2 de (22 — 1)%, g,(z) la
dérivée d’ordre n de (2% — 1)™.
a) Calculer g1 (), g2(z), g3(z).
Soit p € N*. On pose AL =n(n—1)...(n—p+1),0<p < n.
b) Calculer la dérivée d’ordre p de (x — 1)™ puis de (z + 1)™.
¢) En déduire la dérivée d’ordre p de (z — 1)™ en 1 et la dérivée d’ordre p de (x + 1)™ en —1.
d) Calculer les dérivées d’ordre p en 1 et —1 de (22 —1)", 0 < p < n.

e) Montrer que si n # 0, g, () s’annule au moins n fois dans | — 1, 1]. (Indication : utiliser d) et Rolle.)

Exercice 7.11. Soit f(z) = 2ae”’.

a) Montrer que f est une bijection de R dans R et que f~! est dérivable.

b) Calculer f=1(0) et (f=1)’(0).

c) Montrer que f~! est deux fois dérivable sur R. Calculer (f~1)"(0).

fla+2h)+ f(a) —2f(a+ h)
2

3sin(z) — x cos(z) — 2z

Exercice 7.12. Soit f C? sur R. Trouver la limite quand h — 0 de

Exercice 7.13. Calculer la limite en 0 de la fonction z —

5
Exercice 7.14. Soient g et h deux fonctions définies sur R et dérivables en 0 telles que g(0) = h(0). On
pose

f(x):{ g(z)siz <0

h(z)siz >0
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Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit dérivable en 0 (Indication : deviner la solution
en raisonnant graphiquement).

Exercice 7.15. Soit f une fonction définie sur R telle que

3C > 0,Yz,y € R, |f(z) = f(y)| < Cle —y|*.
Montrer que f est constante.
Exercice 7.16. Soit f(z) =0siz <0, et f(x) =exp (—;) si x > 0.

a) Montrer que f est infiniment dérivable sur | — 0o, 0[ et sur |0, 4+o0].
b) Vérifier que f est continue en 0.
c) Montrer que f est dérivable en 0.

d) Montrer que f est deux fois dérivable sur R.

1
e) Montrer que f™(z) = P,(x)z~ " exp <—> si x > 0 ol m,, est un naturel non nul, P,(x) est un
x

polynome a coefficients réels.
f) En déduire que f est infiniment dérivable sur R.

g) Déterminer une fonction non identiquement nulle infiniment dérivable sur R et nulle & extérieur de [0, 1]

Exercice 7.17. Soit f(z) = |z|. La fonction f est-elle C* sur | — oo, 0[, ]0,+00o[, | — 00, +o0[, C? sur
[-1,0],[0,1], [-1,1] 7

Exercice 7.18.
a) Montrer que l'on a Vz €]0; [, x cos(z) — sin(z) < 0.

sin(x)

b) étudier le sens de variation de la fonction f(x) = sur lintervalle ]0, 7].

a sin(a
c) Soient a et b des nombres réels tels que 0 < a < b < w. Montrer que 'on a 3 < = Eb))
sin

Exercice 7.19. Soit p un entier positif.

1 P
a) Montrer que la fonction f : [0, 4o00[— R définie par f(z) = % a pour maximum 2P~ 1,
x

b) Soient a et b des nombres réels positifs. Montrer que 'on a
(a4 b)P < 2P71(aP + bP).

Exercice 7.20. Soit f une fonction dérivable sur Ja, b[ avec 0 < a < b. On suppose de plus que f est continue
sur [a, b] et que f(a) = f(b) = 0. Montrer qu’il existe une tangente & la courbe représentative de f qui passe

1),

par lorigine. On pourra introduire la fonction g définie par : g(z) =

Exercice 7.21. Soit P un polynome réel, ayant n racines réelles distinctes. Montrer que P’ en a au moins
n — 1.

Exercice 7.22. Calculer, a ’aide du théoréeme des accroissements finis :

lim «? (e% - ezlj)
r—+00
Exercice 7.23. Soient f et g deux fonctions définies et continues sur [0, 1], dérivables sur |0, 1] et telles que :
f(0) =g(0) et f(1)=g(1)

On va montrer qu’il existe A € R tel que les représentations graphiques de f et de g + A sont tangentes.
Remarque : g + A est la fonction © — g(z) + \.

1. Soit h la fonction définie par h(x) = f(z) — g(z). Montrer que 3¢ € [0,1] / h'(c) = 0.

2. On prend A\ = h(c). Ecrire I’équation de la tangente de f, puis de g+ A, au point d’abscisse c¢. Conclure.
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Exercice 7.24. Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle ouvert contenant a. Calculer :

lim fla+2h)—2f(a+h)+ f(a)

h—0 h?

Exercice 7.25. Soit f infiniment dérivable sur R, non identiquement nulle, nulle & 'extérieur de [0, 1].
Montrer que

Vn > 0,3a1,a9,...,a,+1 €]0,1] avec a1 < az < ... < apy1 €t f(")(al)f(”)(ag) < O,f(")(ag)f(”)(ag) <0,.. .,f(")(a

Exercice 7.26. Pour une fonction dérivable sur R, on considére la propriété suivante

a+b
2 )

(P):Va,b €R, f(b) — f(a) = (b—a)f'(

a) Soit f(z) = Az? + Bx + C. Montrer que f vérifie (P).

b) Soit f de classe C? sur R vérifiant (P). Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a l’ordre 3 pour f entre a
et aT'H’, puis entre b et aT'H). En déduire que Vd € R, f3)(d) = 0. En déduire que f est un polynome de degré
au plus 2

c) Soit f dérivable sur R vérifiant (P). Montrer que Vx € R, f/'(z) = W, puis montrer que f est
de classe C3. Conclure.

Exercice 7.27. Soit f une fonction définie sur R telle que
3C > 0,Yz,y € R, [f(z) — f(y)| < Clz —y|*.

Montrer que f est dérivable sur R et en déduire qu’elle est constante sur R.

Exercice 7.28. Déterminer la dérivée n-ieme de la fonction f(z) = 2™(1 + z)™. En déduire la valeur de
2
Sio(}) wnen.

Exercice 7.29. Calculer, a 'aide du théoreme des accroissements finis

lim x2(e% —ewi).
T—r+00

Exercice 7.30.
a) Montrer qu'il existe un unique réel [ tel que cosl = . Montrer que 0 <1 < 1.
Soit la (u,) définie par ug = 0 et uy11 = cos(uy), ¥n € N.
b) Montrer que Vn € N, 0 < u, < 1.
¢) Montrer que pour tout n € N, |up41 — 1] < (sin(1))|u, — .
d) Montrer par récurrence que pour tout n € N, |u,, — 1| < (sin(1))"|ug — {|. En déduire que (u,) converge
vers [.

Exercice 7.31. Soit f une fonction dérivable sur R telle que f(0) =0, f(1) = 1, et f/(0) = —1. Montrer
que

a) lim, o 1% = -1,
b) 31 €]0,1[, f(z1) <
c) 3wy €]0,1[, f(z2) =

d) Jxs €]0,1], f'(x3) =

Exercice 7.32. Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 1] et dérivables sur ]0, 1 et telle que f(0) = g(0)
et f(1) = g(1). On va montrer qu’il existe A € R tel que les représentations graphiques de f et g + A sont
tangentes.

a) Soit h(x) = f(z) — g(x). Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que h'(c) = 0.
b) On prend A = h(c).. Ecrire I’équation de la tangente de f, puis de g+ A au point d’abscisse ¢ et conclure.
Exercice 7.33. Soit f de classe C'3 sur un intervalle ouvert contenant a. Calculer

L (a4 2h) ~ 2(a) + fla—h)
h—0 h?

I
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3sin(z) — x cos(z) — 2z

Exercice 7.34. Calculer la limite en 0 de la fonction x — =
T

Exercice 7.35. On pose f(x) = arctan(z) + arctan(2x).
a) Etudier f et la tracer.
b) Montrer que f est une bijection et faire I’étude de la fonction réciproque. La tracer.

Exercice 7.36. Soit f(z) = arcsin(4z3 — 3z).

a) Déterminer le domaine de définition de f. Etudier la continuité de f.
b) Etudier sa dérivabilité.

¢) Montrer que f(x) = —3arcsin(x) si z € [-1/2,1/2].

d) Calculer f(z) pour x € [1/2,1].

Exercice 7.37. Comparer arccos(x) et arcsin(y/1 — z2).

Exercice 7.38. Calculer f(x) = arcsin(cos(2x)) sur R.

Exercice 7.39. Soit f(x) = arcsin(x).

a) Calculer f”(x) en fonction de f’

b) En déduire f((0) pour tout n € N.
Exercice 7.40. Soit f(z) = In(tanh(z/2)).

a) Faire I’étude de f.

b) Déterminer f~1.

Exercice 7.41. Vérifier les formules suivantes :
a) arctan(1) + arctan(2) + arctan(3) = 7.

b) arcsin(4/5) = 2 arctan(1/2).

Exercice 7.42. Résoudre arctan(2z) + arctan(3z) = 7.
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Annexe A

Alphabet grec

majuscule | minuscule nom majuscule | minuscule nom
A @ alpha B 15} beta
r y gamma A ) delta
E €,€ epsilon Z ¢ zeta
H n eta G} 0,9 théta
I L iota K K kappa
A A lambda M 7 mu
N v nu = & xi
O o) omicron II T, W pi
P P, 0 rho b 0,S sigma
T T tau Y v upsilon
P o, phi X X chi
v P psi Q w omega
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Annexe B

Notations

a € A : I'élément a appartient a ’ensemble A.
a ¢ A :DPélément a n’appartient pas & ’ensemble A.
n

. Z : somme pour i allant de 1 & n (i entier).
i=1

5
Exemple : Y i% =2+ 3% + 4% 4 52,
=2
e II;", p,n € N : produit pour i allant de 1 & n (i entier).
Exemple : TI?_,i% = 22 x 3% x 4% x 5°.
e n!, n € N : factorielle n. On a n! = II?_;n, et par convention, 0! = 1.
° (2)7 p,m € N, n > p: coefficients binomiaux. C’est le nombre de sous-ensembles a p éléments dans un

ensemble a n éléments :
(n) B n!
p)  pln—p)

On trouve parfois la notation CZ.

e E(x) : la partie entiere de z. C’est le plus grand entier relatif tel que
E(z) <z < E(x)+1.

resp. :
ssi :

lemme, prop etc.
sup inf page 33
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Annexe C

Trigonométrie circulaire

sin?(a) + cos?(a) = 1 sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
tan(a) = sin(a) _ 1 sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
cos(a)  cot(a) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

1+ tan®(a) = % cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
cos={a _ tan(a) + tan(b)

1+ cot?*(a) = — ;( ) tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b)
sthla tan(a) — tan(b

sin(—a) = —sin(a) tan(a — b) = T ,Eai( )talf())

cos(—a) = cos(a) p+4a)/2) cos((p — )/

sin(p) + sin(g) = 2sin(( (p—a)/2)
tan(—a) = —tan(a) sin(p) — sin(q) = 2sin((p — ¢)/2) cos((p + ¢)/2)
(

sin(r —a) =sin(a) cos(p) + cos(q) = 2cos((p +q)/2) cos((p — 0)/2)

:OS((W - a)) - ZOS(( >) cos(p) — cos(q) = —2sin((p + ¢)/2) sin((p — q)/2)
an(m — a) = —tan _ sin(p+q)

sin(m + a) = —sin(a) tan(p) + tan(g) = cos(p) cos(q)

cos(m 4+ a) = — cos(a) — tan(a) = sin(p — q)

tan(m + a) = tan(a) tan(p) — tan(g) cos(p) cos(q)

sin(m/2 — a) = cos(a) sin(a)sin(b) = (1/2)(cos(a — b) — cos(a + b))

cos(m/2 — a) = sin(a) cos(a) cos(b) = (1/2)(cos(a + b) + cos(a — b))

tan(r/2 — a) = 1/ tan(a) sin(a) cos(b) = (1/2)(sin(a + b) + sin(a — b))

sin(m/2 +a) = cos(a) sin(2a) = 2sin(a) cos(a) = 2 tan(a)

cos(m/2 4+ a) = —sin(a) 2e) (@) costa) 1+ tan®(a)

tan(n/2 + a) = —1/ tan(a) cos(2a) = cos®>a —sina = 2cos?a — 1 = 1 — 2sin’a

sin(37/2 — a) = — cos(a) tan(2a) = 2- _tiz;“g(a)

cos(3m/2 — a) = —sin(a)

sin?(a) = (1 — cos(2a))/2
tan(37/2 — a) = 1/ tan(a) 2 .
sin(37/2 4+ a) = — cos(a) eos”(8) (111_;5;((225)))/2
cos(3m/2 + a) = sin(a) tan®(a) = 1 + cos(2a)
tan(37/2 + a) = —1/tan(a) sin(2a) 1 —cos(2a)

tan(a) =

1+ cos(2a ) ~ sin(2a)

sin(a) =sin(b) = a=b+2knoua=m — b+ 2kn

cos(a) = cos(b) = a =b+ 2kmw ou a = —b+ 2km

tan(a) = tan(b) = a = b+ kr

t—tan( ) =sin(a) = —— cos(a):l_it2 tan(a):i
2 1412 142 1—t2
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(cos(a) +isin(a))™ = cos(na) + isin(na) (Moivre)
cos(a) = (' + e), sin(a) = 5;(¢'* — e~*) (Euler)

Angle Cosinus Sinus Tangente
0 1 0 0

™ -1 0 0

™

— 1 X

5 0

1

il - V3 V3

3 2 2

m V2 V2 )

4 2 2

1 5 10 — 2v/5 /

™ +f \/> 5_2\/5
5 4 4

T V3 1 e

6 2 2 V3
T V2+42 242

= V2-1
8 2 2

7 | V10425 | 1445 L2
10 4 4 V5

2 -2
112 %Z\f \/4\/ 23
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Université de Cergy-Pontoise Vendredi 22 décembre 2006
UFR de Sciences et techniques M1

Mathématiques
(Durée: 2 heures 30 minutes )
Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice 1:

1) Soit f une fonction définie sur IR . Ecrire la définition mathématique de f(x)
tend vers +o0 quand x tend vers +oo.

2) Ecrire la négation de la proposition mathématique obtenue dans la question
précédente.

Exercice 2: Déterminer, si elles existent, les limites des quantités suivantes:
sin x
1) A(z) = T quand x tend vers 0
x

3) O(x) = (e” 4+ 2*)In(1 + 3e™), quand z tend vers +oo

, quand z tend vers +oo

Exercice 3: Soient a,, et b, deux suites vérifiant

1 anpb
Vn >0 n>07bn>07 n+1 — 5\Un bnybn = —
n=>0,a Apt1 2(a+ )5 bnta P
laZz +02 : .
1) Montrer que Vn >0, a,11 — byyq = Sy Que peut-on dire du signe de
an n

a, — b, pour n > 17

2) Montrer que les suites a, et b, sont décroissantes, et ceci a partir du rang 1.

3) Montrer que les suites a, et b, sont convergentes.
)

4) Montrer que les suites a,, et b, convergent vers une meme limite.

Exercice 4: Soit f une fonction deux fois dérivable sur IR vérifiant
(i) vo € 0,1], 2 < f(z)

(ii) Vz € [0,1], z — 2 < f(z)

(iii) Vx € [0,1], f(z) <z

1) Calculer f(0) et f(1). Montrer qu’il existe ¢; €]0, 1] tel que f'(¢1) = 1.

2) Quelle est la définition de dérivée a droite en un point? En déduire la valeur de
71(0) puis de f/(0) |

3) Montrer qu’il existe ¢ €0, 1] tel que f”(cz) = 0.



Université de Cergy-Pontoise Jeudi 10 janvier 2008
UFR de Sciences et techniques M1

Mathématiques
(Durée: 2 heures 30 minutes )
Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice 1: Soit f une fonction définie sur IR. Soit zy € IR.

1) Donner la définition de dérivabilité en xy pour la fonction f.

2) On suppose que f est 3 fois dérivable sur IR. Ecrire la formule de Taylor-Young & l'ordre 3
pres de xg.

Exercice 2: Déterminer, si elles existent, les limites des quantités suivantes

in(2
1) A(z) = s1n7(:1:) , quand x tend vers 0
x
323 + b
2) B(x) = W , quand z tend vers 0

Exercice 3: Résoudre dans € I'équation 2° = 1. Préciser le nombre de solutions de cette
équation et donner la partie réelle de chaque solution.

Exercice 4: Soit f la fonction définie sur [0, 400 par
1

f(z) =2%sin®*(=)siz >0 et f(0)=0.
T

1) Calculer la dérivée de f en tout point de ]0, +o0l.
2) Montrer que f est dérivable a droite en 0.

Exercice 5: Soient u,, v,, w, les suites définies pour n €IN par les relations

(-1

u =10, vnzlaun:un—l+ ) vnzoavn:u%’bet Wy = U2n+1

A1) Calculer les quantités (ug — uy) et (uy — us).
1

_ Tl 42
Una1 — U7 Montrer que la suite v,, est croissante.

A3) Montrer que la suite w,, est décroissante.

A2) Soit n > 0. Montrer que ug, o — Uay, Que peut-on en déduire sur

A3) Montrer que w,, — 0, "=28°0. En déduire que les suites v,, et w,, sont adjacentes. On appelle
désormais [ leur limite commune.

B) Soit x € IR. On note [z] la partie entiere de x. Soit n €IN.
B1) Montrer que n = 2[3] ou que n = 2[5] + 1.
B2) Montrer que |u, — | = [vjz] — | ou que |u, — | = |wz) —|. En déduire que

[un = U < fopz) — I + |wiz) — |

B3) On pose p(n) = [5]. Montrer que ©(n)"Z° 4+ 0. ¢ est-elle strictement croissante?

B4) On admet que les suites vpz) et wpz) convergent vers . Montrer que la suite u, converge
vers [.



Université de Cergy-Pontoise M1
UFR de Sciences et techniques jeudi 15 janvier 2009

Mathématiques
(Durée : 2 heures 30 minutes)

Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice 1 Soit f l'application de {1,2,3} dans {4,5} définie par f(1) = 4, f(2) =
5, f(3) = 4. f est t-elle injective, surjective, bijective ?

Exercice 2 1) Soit f une fonction définie sur R. Donner la définition mathématique
de f(z) tend vers +oo quand x tend vers +oo.
2) Ecrire la négation de la proposition ainsi obtenue.

Exercice 3 Soit zo = —4v/2 + 4iv/2. Ecrire 2y sous forme exponentielle. Résoudre
2% = 2o (exprimer les solutions sous forme exponentielle).

Exercice 4 Soit u, la suite définie par u, = (—1)"(1 + ). Déterminer deux suites
extraites de u, qui convergent vers des limites distinctes. La suite u,, est-elle conver-
gente 7

Exercice 5 Limite éventuelle quand x tend vers 0 de la quantité suivante

5T
sin(3z)

fz) =

Exercice 6 1) Soit f la fonction définie sur | —1, +-o00[ par f(t) = t—1In(1+t¢). Calculer
f' et montrer que
VE>0,0< f/(t) <t
Soit x > 0. Appliquer le théoréme des accroissements finis pour la fonction f sur
Pintervalle [0, z]. Montrer que
Vz > 0,0 <z —In(l1+z) < 22

2) Soient n > 1 et k > 1. Montrer que

k k? k k
w2 T pa S+ E)<0E

3) Calculer limp 100 Y, = (on rappelle que _;_, k= %)

4) Soit n > 1. Montrer que }.;_, k* < n®. En déduire la limite de % Y"1, k* quand
n tend vers 4-o00.

5) Montrer que [];_, (1+ =) converge vers une limite que 'on calculera quand n tend
vers +00.
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MATHEMATIQUES

( Durée: 2 heures 30 minutes)

Exercice 1: Ecrire z = /3 — i sous forme exponentielle. Calculer 2°.

Exercice 2: Limite éventuelle des quantité suivantes
~ sin (22) 33 4 x%e®
a a3 4 202

f(z) quand z—0 et g(x) quand x — + 0.

Exercice 3:
1) Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.

2) Soit f une fonction continue sur [1, 2] telle que f(1) et f(2) appartiennent a [1, 2]. Montrer
qu’il existe un point ¢ € [1,2] tel que f(¢)=¢. On pourra appliquer le théoréme des valeurs inter-
médiaires a la fonction g définie par g(t) = f(¢) — ¢.

Exercice 4: Soit A € R. Soit ¢ une fonction dérivable sur R vérifiant

9(0)=9(2) =A
Soit f la fonction définie par
_g(x)—A

1) Montrer que f(x) tend vers %g’(?) quand z tend vers 2.

2) Montrer que f(z) tend vers —;—g’(O) quand z tend vers 0.
3) En déduire que la fonction f se prolonge par continuité en 0 et en 2.

4) On suppose que ¢’(0) = — ¢’(2). Montrer qu’il existe un point ¢ €10, 2 tel que f’(¢)=0.

Exercice 5: Pour n € N, soit u, =3 sin(n) +4 cos(n).
1) Montrer que la suite u,, est majorée.

2) Montrer que 4 < sup {un|n € N} <5.



